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Avant-propos

Le modéle linéaire est fondamental pour I’analyse des résultats numériques d’expé-
riences basées sur du matériel expérimental variable. Il suppose des hypothéses mathé-
matiques assez contraignantes, mais il a deux qualités majeures :

— il est capable de bien représenter (au moins en premiére approximation) un grand

nombre d’expériences,

— sa simplicité permet de bien connaitre ses propriétés.

De ce fait son emploi est trés fréquent et il joue un réle pivot dans toute la mo-
délisation statistique. La facon dont on traite les modéles plus généraux en découle
directement. Il est donc essentiel de bien comprendre ce modéle fondamental de la sta-
tistique qui fait partie de la culture de base de tout ingénieur ou chercheur dont les
résultats expérimentaux s’expriment de fagon chiffrée.

Lorsque les hypothéses de base sont trop contraignantes, des extensions de ce modéle
permettent de prendre en compte certaines situations particuliéres. Nous présentons les
deux extensions principales, le modéle linéaire généralisé et le modéle mixte. De plus
bien avant ’analyse des résultats, la conception des expériences est essentielle pour
espérer atteindre les objectifs de recherche attendus. C’est pourquoi nous présentons
également les éléments de base des plans d’expériences.

La théorie est une chose, mais 'application pratique sur des exemples réels est
essentielle pour bien comprendre et étre capable d’appliquer ces méthodes. Nous avons
séparé chaque méthode en deux chapitres. Le premier expose de fagon synthétique la
théorie et le deuxiéme traite plusieurs exemples et donne & 1’occasion les compléments
théoriques nécessaires. Ainsi le lecteur qui veut vérifier un élément théorique peut le
retrouver facilement. Chaque exemple a été traité avec SAS ou R et les programmes de
I'un ou l'autre de ces logiciels sont donnés.

Ce livre est issu de plusieurs polycopiés rédigés par les enseignants d’AgroParisTech
pour les éléves de cet établissement. 11 s’adresse donc a des étudiants ingénieurs, ou en
licence ou master mais aussi & des utilisateurs de ces modéles statistiques qui veulent
rafraichir ou étendre leurs connaissances, vérifier un point particulier. Il nécessite des
bases en algébre linéaire et calcul des probabilités, dont certaines sont rappelées en
annexe. Il suppose connues les notions de base de l'inférence statistique, estimateur,
estimation, tests d’hypotheses (cf [I8]). Il a été congu comme un ouvrage de référence
en francais sur le sujet, mais il ne I’épuise pas. Des références sont indiquées pour aller
plus loin sur des thémes que nous n’avons pas pu développer faute de place.

Les deux premiers chapitres sont fortement inspirés du polycopié Modéle linéaire de
C. Duby dont nous avons repris le plan et certaines parties.

Nous remercions Julie Aubert, Pierre Barbillon, Maud Delattre, Sophie Donnet,
Jean-Benoist Leger, Sarah Ouadah, Laure Sansonnet et Jessica Tressou d’avoir relu cet



ouvrage et permis de 'améliorer. Il n’en reste pas moins que les auteurs sont les seuls
responsables des erreurs qui auraient résisté a ces relectures vigilantes.
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Chapitre 1

Le modéle Iinéaire

1.1 Introduction

Le modéle statistique de base que l'on utilise pour analyser une expérience oil I’'on
étudie sur n unités expérimentales les variations d’une variable réponse y en fonction de
facteurs qualitatifs ou quantitatifs (appelés aussi variables explicatives), peut s’écrire :

Yi=m; + E;

ol

e ¢ est le numéro de 'unité expérimentale,
m; est 'espérance de Y; et inclut l'effet de variables explicatives,

e F; est une variable aléatoire résiduelle, appelée erreur, incluant la variabilité du maté-
riel expérimental, celle due aux variables explicatives non incluses dans le modéle,
et celle due aux erreurs de mesure.

Selon la nature des variables incluses dans la partie explicative m; du modéle, on
distingue trois grandes catégories de modéle linéaire :

e Lorsque les variables explicatives sont quantitatives, le modéle est appelé modéle de
régression : simple s’il n’y a qu’une seule variable explicative, multiple sinon. Des
exemples sont présentés dans le paragraphe p- et dans deux exemples

détaillés dans les parties 2.1], p. @7 et 2.2] p. 53] du chapitre 2] p. {7}

e Lorsque les variables explicatives sont qualitatives, elles sont appelées facteurs et
le modeéle ainsi construit est un modéle d’analyse de la variance. Ce modéle est
construit sur un exemple dans le paragraphe [1.2.2] p. ci-dessous, puis étudié

en détail dans les exemples p. p. p.[82] du chapitre suivant.

e Lorsque les variables explicatives sont a la fois de nature quantitatives et qualitatives,
le modéle ainsi construit est un modéle d’analyse de la covariance . Il est brié-
vement présenté dans le paragraphe [I.2.3] p. puis étudié en détail au travers
d’un exemple dans ’exemple présenté page

12



1.2. Modélisation 13

1.2 Modélisation

1.2.1 Modéle de régression

Les brochets sont des prédateurs supérieurs qui cumulent ’ensemble des pesticides
présents aux différents niveaux trophiques. Une étude cherche & comprendre si de plus,
ils cumulent ces pesticides au cours de leur vie. Dans cet objectif, on souhaite quantifier
le lien entre la concentration en DDT et I’age, variable (). Un modéle de régression
simple qui étudie le lien entre ces variables s’écrit :

Yi = fo+ ﬁlfﬁgl) + B, B ~N(0,0%).

Ce modéle étant linéaire en ses parameétres, il peut se mettre sous une forme matri-
cielle. Le vecteur Y = (Y3,...,Y},) est le vecteur des variables a expliquer, le vecteur
E = (Ey,...,E,) est le vecteur des erreurs résiduelles. Le vecteur de parameétres 6 est
défini par 8 = (Bp, 81)". Enfin la variable explicative et le terme constant sont stockés
dans la matrice d’incidence, parfois appelée matrice de design, X, qui s’écrit donc

- (1)

1
1 :Uél)
X:
[ 1 oal) |

Le modeéle de régression simple s’écrit alors sous la forme
Y=X0+E, E~N,(0,0dI,)

Si ’on souhaite inclure davantage de variables explicatives, on se trouve dans le
cadre d'un modéle de régression linéaire multiple qui s’écrit

Y, =B+ 519651) + 529052) +...+ 5p$£p) +E;, E; S N(0,02).

En écrivant 6 = (8o, B, ..., 5p) et

I 1 xgl) 1152) xgp) 1
1 l'gl) ng) . xép)
X = ,
|1 a:,&” :cg) x%p) ]

on écrit le modéle de régression multiple sous sa forme matricielle

Y =X0+E, E~N,0,05I,)
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1.2.2 Modéle d’analyse de la variance (anova)

Pour comparer les rendements de cing variétés de blé, 4 parcelles sont ensemencées
pour chacune des cing variétés étudiées, puis le rendement final y est mesuré. La variable
explicative variété est qualitative, elle est souvent appelé facteur explicatif. Ce facteur
posséde cing niveaux. Le modéle d’analyse de la variance & un facteur s’écrit alors, sous
sa forme réguliére :

sz:,u,—i—Elk, ’L'Zl,...I,k‘:l,...ni, Eiki'l@d./\/'((),ﬂ), (11)

ol ¢ désigne le niveau ¢ du facteur et k£ le numero de I'observation au sein de ce niveau
1. I désigne le nombre total de niveaux de ce facteur, n; le nombre d’observations pour
le niveau i et n = Zfil n; le nombre total d’observations. Dans le cas présent, on a
I=5n;=4,i=1,...,5et n=20. Lorsqu’on veut dissocier un effet commun a toutes
les variétés et un effet différentiel de chaque espéce par rapport & un comportement de
référence, le modele peut s’écrire sous sa forme singuliére (forme singuliére qui permettra
une généralisation plus simple au cas a plus de deux facteurs) :

Yie = pp+ a; + Eig,  Egx~N(0,0%). (1.2)

Sous cette forme, le modéle posséde un parameétre supplémentaire et n’est plus identi-
ﬁable[ﬂ Ce probléme est abordé dans le paragraphe [1.3.1] p. de ce chapitre.

En posant

Y: (}ql*"ayinlayél~"7Y2n27Y[1'”7YIn1),7
E: (E11~-7E1n17E21--~7E2n27EIl~-'aEIn1),7

puis 0 = (u,a1,...,a5),

et en notant 1,, le vecteur de taille n; ne contenant que des 1.

1. Un modéle est identifiable si pour deux jeux de paramétres différents 01 et 2 on a forcément que
la loi des observations sous #; est différente de la loi des observations sous 65 .
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1 0 0 0 0 0
Ly,
0
0
1n2
0
0
X = Lo, )
0
0
1n,
0
0
oo : : D1,
10 0 0 0 1

le modéle d’analyse de la variance se met sous la forme matricielle suivante :

Y =X0+E, E~N,0,05I,)

1.2.3 Modéle d’analyse de la covariance (ancova)

Si dans I’expérience précédente, on veut prendre en compte une quantité d’azote x
différente dans chacune des parcelles de 'expérience, il s’agit alors de proposer un modéle
qui permet d’utiliser & la fois une variable quantitative et un facteur pour expliquer la
variabilité du rendement et savoir si la réponse & ’azote est la méme ou non pour toutes
les variétés.

La forme réguliére du modéle d’analyse de la covariance est donnée par
i.1.d 2
Yir = pi + Bizix + Eig, B ~ N(0,07).
En écrivant Y = (Y11,...,Y1in,, Yo1, ..., Y1, ),
E = (Ella'-'vEl’rLlaE217-"7E]17"'7EITL[)/7 0= (,u,l,...,,LL],,Bl,...,/B[)/ et

10 ... 0 1 O ... 0O ]
|10 ...0 21, O ... 0

X = 0 1 0 0 ro1 ... 0 ’

100 ... 1T 0 0 ... =, |

le modéle d’analyse de la covariance se met alors sous la forme matricielle suivante :

Y =X0+E, E~N,0,0d5I,)
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Le modéle d’Ancova peut aussi s’écrire sous forme singuliére :
j.id
Yie = i+ i + Bxik + Yizak + B, g <" N(0,07).

1.2.4 Présentation unifiée du modéle linéaire

Ainsi quel que soit le modéle linéaire considéré et la nature des variables explicatives
qui y sont incluses, ’écriture matricielle du modéle linéaire est :

Y=X0+E, (1.3)

ol

e Y, de dimension (n,1), contient les variables aléatoires représentant la variable a
expliquer pour les n expériences. C’est un vecteur aléatoire.

E, de dimension (n, 1), contient les variables aléatoires résiduelles du modéle, rangées
dans le méme ordre que Y. Les F; sont indépendantes et de méme loi N'(0,02) ou
autrement dit le vecteur F, de dimension n suit une loi normale n-dimensionnelle
centrée de matrice de variance o21,,.

6, de dimension (p + 1, 1), contient p + 1 paramétres fixes et inconnus.

X, de dimension (n,p+ 1), est une matrice (fixe et connue) contenant les valeurs
des variables explicatives. La ligne ¢ contient les variables explicatives concernant
I'individu 4, la colonne j contient lela variable explicative j pour les individus 1 &
n. Dans le cas de facteurs qualitatifs, ces valeurs sont des 1 ou des 0. X s’appelle
"matrice du plan d’expérience" ou "matrice de design".

x; est le vecteur ligne correspondant a la iéme ligne de X.

Attention : I'aspect linéaire du modéle linéaire n’est pas aussi réducteur qu’on peut le
penser, c’est la linéarité en chacun des paramétres qui est essentielle. Ainsi, le modéle
Y = 0y + 612 + 6222 + E est encore un modéle linéaire. "Modéle linéaire" signifie que
E[Y] est une combinaison linéaire des paramétres du modele et les coefficients de ces
combinaisons sont quelconques.

1.3 Estimation des paramétres

Une fois le modeéle posé, la question qui se pose ensuite est I'estimation des parameé-
tres inconnus du modéle. Les paramétres sont de deux sortes, ceux qui relévent de
’espérance et sont contenus dans le vecteur 6, et le paramétre o2 qui mesure la varia-
bilité qui subsiste lorsque 'on a enlevé & la variabilité totale des observations tout ce
qui est expliqué par le modéle. Il met donc en jeu p + 1 paramétres pour ’espérance
(p pour l'effet des p variables ou des p niveaux et 1 pour la constante) et 1 parameétre
pour la variance (o?).

La méthode d’estimation des paramétres classiquement utilisée est la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. Les variables aléatoires Y; ayant été supposées indépendantes
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et de loi gaussienne, la vraisemblance de I'échantillon y = (y1,...,y,) s’écrit :

n n 2 n n 2
1 (yi—z;9) 1 i1 (Wi—z9)
ﬁy;970'2 2:||fy’§670'2 :llie 202 _<> 62072,
( ) P ( ? ) ey 202 N

1

et la log-vraisemblance

n

n n 1
U(y;0,0%) = 5 log o — 5 log 2w — %57 Z (y; — x:0)2 .
i=1

Les valeurs de 6 et 02 qui maximisent cette log-vraisemblance sont solutions du systéme
d’équations aux dérivées partielles suivant :

. . 2
M =0 pour j=0,...,p

89j 2 (1.4)
230,57 _,

0o? B

Remarquons que la maximisation de la log-vraisemblance en 6 peut se faire indépen-

damment de o2. En effet, maximiser la log-vraisemblance en € revient & minimiser
2 . .

Yoy (yi — x0)” qui peut s’écrire sous la forme suivante :

ly — X1,

ot ||.||* correspond & la norme euclidienne de R™ : si u est un vecteur de R, u =
(ut,...,up), la norme de u vaut |jul* = Y- | u2. D’un point de vue géométrique, cette
norme s’interpréte comme la distance séparant 'oginie d’un repére O et le point U le

point de coordonnées (uq, ..., uy).

Ainsi nous nous intéresserons dans un premier temps a ’estimation de 6 (les parame-

tres de I'espérance) puis 4 celle de la variance o2

Dans la suite, pour simplifier I’écriture, ’estimateur et ’estimation des paramétres
f seront notés de la méme facon 6.

1.3.1 Estimation des paramétres de ’espérance ¢

Cette méthode d’estimation est connue sous le nom de méthode des moindres carrés
ordinaires (MCO) et 'estimateur résultant porte alors le nom d’estimateur des moindres
carrés. Remarquons que dés que la distribution est supposée gaussienne, la méthode du
maximum de vraisemblance est équivalente & la méthode des moindres carrés pour
I’estimation du paramétre de la moyenne. L’estimateur 9 est tel qu’il rend

|Y — X6||> minimale.

2. La vraisemblance dépend également de z = (z1,...,2») mais dans toute la suite on travaille
conditionnellement aux variables explicatives et cette dépendance sera donc omise dans toutes les
notations.
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Théoréme 1.3.1. Soit < X > le sous-espace linéaire de R™ engendré par les vecteurs
colonnes de la matrice X. L’estimateur des moindres carrés du parameétre 0, noté 0, est
tel que :

Y = PY estle projeté orthogonal de Y sur < X >
= X0,

ot P est le projecteur orthogonal sur < X >. L’estimateur ) vérifie le systéme
X'X0 = X', (1.5)

o, X' est la transposée de la matrice X. Ce systeme s’appelle traditionnellement sys-
téme des équations normales.

Ce systéme correspond exactement au systéme des dérivées partielles (|1.4)).

Preuve théoréme [1.3.1l < X > est le sous-espace linéaire de R™ engendré par les
vecteurs colonnes de la matrice X, c’est-a-dire que tout élément de < X > s’écrit comme
une combinaison linéaire de ces vecteurs. D’apreés la proposition de I’Annexe [9]
p. 301}, la projection orthogonale sur < X > minimise écart entre n’importe quel
élément de < X > et Y c’est-a-dire ||Y — X0||2 = minge<xs||Y —U|/% Cette projection
est illustrée dans la Figure Pour obtenir une forme explicite de 5, il suffit d’écrire
les relations d’orthogonalité

-~

Vk=1,.,p+1 <X’“,Y —X§> = X¥(y - X6) =0,

ot X* désigne la colonne k de X. Cette égalité s’écrit plus synthétiquement

X'(Y — X6) =0,

<o

<X>

FIGURE 1.1 — Représentation de la projection de Y sur < X >.

On ne peut résoudre le systéme des équations normales , p- que si la ma-
trice carrée X'X de dimension (p + 1) X (p + 1) admet une inverse (X'X)~*. Or cette
derniére n’existe que si la matrice X’ X est de plein rang, c¢’est-a-dire que son rang vaut
exactement p + 1. Noter que le rang de la matrice X’ X est le méme que celui de X et
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rappelons qu’il est égal au nombre de colonnes de la matrice X qui sont linéairement
indépendantes (qui ne sont pas combinaisons linéaires des autres colonnes). Notons

r =rang de X

Cela revient a dire que le systéme (1.5 p. [18) est un systéme linéaire de r équations
indépendantes & p 4+ 1 inconnues. Si r est strictement inférieur & p + 1, le systéme ne
peut pas avoir une solution unique.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous distinguons les cas ot X est de plein
rang ou non et donnouns la forme de la matrice du projecteur P associée.

Casour=p+1

C’est le cas des modeéles de régression linéaire simple, de régression polynomiale et
de régression linéaire multiple & condition que les variables explicatives ne soient pas
lices linéairement entre elles et qu’elles ne soient pas non liées au vecteur constant. Dans
ce cas, la matrice X’X est inversible et la solution du systéme des équations normales
est unique. Son expression est :

6=(X'X)'XY. (1.6)

On a donc que R R
Y =X0=X(X'X)"'X'Y.

Grace a cette derniére égalité, on peut retrouver la matrice du projecteur orthogonal
P
P=X(X'X)"'X"

On peut vérifier que P posséde bien toutes les propriétés d’un projecteur orthogonal,
en particulier que P? = P et qu'il est symétrique (P’ = P).

Remarquons que dans un modele de régression multiple , les fortes corrélations
entre variables peuvent rendre la matrice X’X difficile & inverser, pour des raisons
d’instabilité numeérique (liée au mauvais conditionnement de la matrice X’X). Dans ce
cas une approche possible consiste & choisir certaines variables comme représentantes
du groupe des varaibles avec lesquelles elles sont fortements corrélées et & travailler
uniquement avec ces représentantes.

Cas ot r < p+ 1 : résolution par inverse généralisé

Ce cas correspond aux situations ot les vecteurs colonnes de la matrice X sont liées
par p+ 1 —r relations linéaires indépendantes. C’est le cas des modéles d’analyse de la
variance et d’analyse de la covariance écrits sous leurs formes singuliéres. Dans ce cas, la
matrice X’'X n’est pas inversible et donc il existe une infinité de solutions 6 vérifiant le
systéme. Nous sommes dans un cas d’indétermination du systéme. La stratégie consiste
alors & choisir, parmi cette infinité de solutions, une solution particuliére en ajoutant
des contraintes sur les paramétres de 6. Le nombre de contraintes indépendantes a
ajouter est égale au nombre d’équations indépendantes manquantes dans le systéme.
Cependant, les contraintes choisies donneront un sens particulier aux estimations des
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paramétres qu’il faudra utiliser pour l'interprétation.

En général, on ne s’intéresse pas directement aux estimations de ces parameétres (no-
tamment car ils n’ont pas de sens intrinséque) mais plutdt & des combinaisons linéaires
invariantes de ces parameétres (qui ne dépendent pas des contraintes choisies).

On introduit donc des contraintes linéaires sur les paramétres :

H 0 = 0
(hx(+1) (p+1)x1)

H est une matrice de dimension h X (p+ 1), oo h = p+ 1 — r, telle que la matrice

X . : .
G = <H> soit de rang p + 1. En effet, dans ce cas, on a une solution unique pour

I’estimation des parameétres liés par la relation H 0 = 0 en résolvant le systeme & r + h
équations et p 4+ 1 inconnues :

—N—
e
) D)
1

(aw] >~<)

dont D'écriture condensée est :

ox[3]5-[1).

La méthode des moindres carrés méne alors au systéme suivant :
G'GI=X'X 9+H' HI=X'X6=X"Y . (1.7)

Puisque G'G est de plein rang (construite pour cela), elle est inversible et on obtient la
solution suivante :

b=(GG)'X'Y. (1.8)
La matrice (G'G)™! est appelée une “inverse généralisée” de X’'X et se note (X'X).
Le projecteur orthogonal P est dans ce cas égal a :

P=X(X'X)"X".

Remarque 1. Si on change la matrice H, c’est-a-dire les contraintes, 'expression des
estimateurs changent. Il est donc important de toujours revenir & 'expression de ces
estimateurs pour interpréter correctement les estimations associées. Par contre, ce n’est
pas le cas du projecteur P qui lui ne change pas, cela parce que le sous-espace < X >
sur lequel on projette ne dépend pas des contraintes. En particulier, puisque Y = PY,
la prédiction par le modéle de Y ne dépend pas du systéme de contraintes choisies.

Remarque 2. Le choix des contraintes peut se faire selon deux objectifs : faciliter les
calculs numériques ou donner un sens particulier aux parameétres.
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Illustration dans le cadre d’un modéle d’Anova a 1 facteur

Le modéle d’analyse de la variance a 1 facteur est donné sous sa forme réguliére par
Iéquation (1.1)) et sous sa forme singuliére par ’équation (1.2)). Sous sa forme réguliére,
la, version matricielle du modéle est donné par :

i Y11 7 1 0 ... 0 r Fyq 7
: 0O ... 0 :
Yin, 1 0 G Ein,
= : + (1.9)
Yn 0 0 1 I En
Yo | {00 1 | Er, |

La matrice X est de plein rang r = I, la matrice X'X est inversible (si tant est que
tous les niveaux sont bien représentés, ¢’est-a-dire que pour tout n; > 0 )et a partir de
I'expression de 6 donnée par 1’équation |i on obtient les estimateurs des moyennes
suivantes :

- 1 ¢ .
'UJZ:E.:EZEJ Z:]-a--~a-[7
=1

et les estimations :

- 1 .
Nz’:yz’o3:niz:1yij i=1,...,L
]:

Dans I’écriture singuliére de ce modéle, la matrice X ainsi que le paramétre de
moyenne 6 changent :

i Y11 T 11 0 ... 0 i Fy1 T
: S0 ... 0 :
. %
Yin, LLoi 0| gy Ein
: =1 : : ) + : (1.10)
Yi 10 ... 1 Oz.[ En
(Y, | |10 0 ... 1 L By |

Dans ce cas, la matrice X n’est plus de plein rang (la premiére colonne étant la
somme des [ suivantes, la matrice est de rang r = I, mais posséde I + 1 colonnes). 1l
faut donc imposer une contrainte sur les parameétres afin de lever le probléme d’identi-
ﬁabilitéﬂ Plusieurs contraintes sont possibles. Dans la plupart des logiciels, celle utilisée
par défaut consiste en I’annulation d’une des modalités, appelée modalité de référence.
Prenons I'exemple du logiciel SAS qui choisit de prendre la derniére modalité comme
référence, soit & poser ay = 0. Cette contrainte est particuliérement intéressante dans

3. Voir Note
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le cas ou cette modalité sert de témoin dans ’expérience. Cette contrainte s’écrit sous
la forme HO = 0 ou la matrice H de dimension 1 x (I + 1) est :

H=[00...1],

rendant la matrice G de rang I 4+ 1. Si on écrit le systéme aux équations normales
associées , p. , on obtient le systéme :

nfi+ > nidi =Y i
i i

niﬁ—i—ni&}:Zyij pouri=1,...,1—1
J

nrft+ (ny +1)ay = Zy1j7
J

ce qui revient & écrire le systéme aux dérivées partielles (1.4] p. dédiées a 0 auquel
est ajouté la contrainte. On obtient alors :

~ 1
u—yzo—mzj:yu

O; = Yie—Yre pouri=1,...,1—1
ar=0
Une autre fagon (plus simple) d’obtenir ce résultat est de les déduire a partir des es-

timations du modéle régulier. En effet, pour passer de 'un a 'autre, on a posé que
Wi = p+ a; et on a obtenu que [i; = y;e. On obtient alors

wi=p+a; pouri=1,...,.1—1
pr=p+ar=p
Ainsi si la contrainte oy = 0 est choisie, 11 s’ interprétera comme la réponse moyenne du

groupe I et a; comme des écarts de réponses moyennes entre le groupe i et le groupe [
de référence.

Remarquons que si c¢’est la modalité 1 qui est prise comme référence (comme c’est
le cas par défaut dans le logiciel R), les estimations seront différentes :

~

U= Yile
Qi = Yie — Yl Douri=2,...,1
a; =0

Leur interprétation en sera donc tout aussi différente.

Combinaisons linéaires estimables

Une combinaison linéaire des parameétres 6 s’écrit

o= Yool = C 0
1x1 Ix(p+1) (p+1)x1
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Lorsque la combinaison linéaire est telle que E?:o ¢; = 0, elle porte le nom spécifique de
contraste. Ces contrastes apparaissent souvent dans le contexte des modeéles d’analyse
de la variance. En effet tester ’égalité entre deux niveaux i et ¢/ d’un facteur dans une
analyse de variance a un facteur comme présentée dans le modele p. revient a
tester, a; = oy ou encore CO = 0 avec C; = 0 pour j ¢ {i,i/}, C; =1 et C; = —1. Ainsi
tester I’égalité de deux niveaux au sein d’'un méme facteur, revient & tester la nullité
d’un contraste particulier.

On peut généraliser & tout vecteur ¢ de dimension ¢ de combinaisons linéaires des
parameétres 6 :

v = C 9
gx1 gx(p+1) (p+1)x1

Définition 1.3.1. Une combinaison linéaire des paramétres, Cf, est estimable
s’il existe K tel que C = KX. On a alors CO = E(KY), c’est-a-dire qu’il existe un
estimateur (sans biais) de CO.

1.3.2 Propriétés de ’estimateur )
Espérance et matrice de variance

Le théoréme suivant donne les expressions de ’espérance et la variance de ’estima-
teur 6.

Théoréme 1.3.2. L’espérance et la matrice de variance-covariance de ['estimateur des
moindres carrés des paramétres 0 du modele p. @) (dont Uexpression est don-
née par l’équation dans le cas ou X est de plein rang et par (@ sinon) valent
respectivement

E[f] = 6.

0 est donc un estimateur sans biais de 0, y compris lorsque 0 est défint & partir d’un
inverse généralisé et ce quel que soit cet inverse généralisé.

VA = (X'X)'0? s r=p+1, (1.11)

ou

VO] = (X'X)"X'X(X'X)0?> si r<p+l. (1.12)

On peut détailler ce dernier résultat : notons V = (X’X)~! si la matrice X est de

plein rang et V' = (X'X)” X' X (X'X)~ si la matrice n’est pas de plein rang. v;; désigne
le terme général de cette matrice, [,j =1,...,p+ 1. On a alors

VB =t Conl@ ) = 130

On trouvera la démonstration de ce théoréme en Annexe [I[1.3] p. [316]
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Discussion sur la variance de 0

~

La matrice de variance-covariance V[f] contient sur la diagonale les variances des
estimateurs des parameétres 6; et hors de la diagonale les covariances de ces estima-
teurs deux a deux. C’est donc une matrice symétrique. La formule de la variance des
estimateurs permet d’apprécier la précision de ces estimateurs. Cette variance dépend
de (X’X)7! (ou (X'X)"X'X(X'X)”) (et de 02), ainsi la précision des estimateurs
dépendra de la qualité du plan d’expérience. Les plans d’expériences optimaux (voir
partie , p. du chapitre sur les plans d’expérience) cherchent & minimiser cette
variance.

Regardons ce que l'on obtient dans le cas de deux modéles : un modéle d’anova a 1
facteur écrit sous sa forme réguliére et un modéle de régression multiple .

Anova & 1 facteur. Si on suppose que le facteur n’a que deux modalités avec n; obser-

~

vations pour le modalité 4, alors la matrice V[f] = V[(i1 fi2)’] est une matrice de
dimension 2 X 2 qui vaut

1/’!21 0

I: 0 1/712]

La précision de I'estimateur de la moyenne p; est logiquement inversement propor-
tionnelle au nombre d’observations pour cette modalité : plus il y a d’observations,
plus 'estimation sera précise.

Modeéle de régression multiple . La corrélation partielle permet de mesurer le lien qui
peut exister entre deux variables, les autres étant controlées. Si on considére 3
variables U, V et W, le coefficient de corrélation partielle entre U et V' condition-
nellement & W, noté cor(U, V|W), est la corrélation simple entre U et V, notée
cor(U, V), étant donné 'effet linéaire de W enlevé. En d’autres termes, si on ré-
gresse U et V par W, U =a; +b)W 4+ E et V = ag + bW + F, alors on obtient
que cor(U,V|W) = cor(E, F'). Son expression est :

cor(U, V') — cor(U, W)cor(V, W)
\/(1 — cor(U,W)?)(1 — cor(V, W)2)

cor(U,VIW) = (1.13)

On peut montrer que la matrice de variance-covariance des estimateurs des para-
metres 31, B2, ..., Bp est liée a la corrélation partielle emprique entre les variables
associées. Plus précisément, on a que

cor(Bi, B;) = —cor(X D, XD X\ 5), (1.14)

ou cor(X(i),X(j)]X\(m)) désigne la corrélation partielle empirique entre les va-
riables X (@ et XU) sachant toutes les autres. La démonstration de ce résultat est
donnée en Annexe p. [320] Ainsi, plus les variables sont corrélées partielle-
ment, plus les estimateurs des parameétres associés le seront aussi (mais de signe
opposé), ce qui rend leur interprétation plus que délicate.

Optimalité de )

Une fois un estimateur défini, on s’intéresse naturellement & savoir g’il est optimal au
sens ot ¢’est celui qui est le plus précis (i.e. qui a la plus petite variance parmi la classe
d’estimateurs considérée). Le théoréme de Gauss-Markov donné ci-dessous indique que
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I'estimateur des moindres carrés 6 est optimal parmi tous les estimateurs linéaires sans
biais. Cette propriété est vraie méme si la loi des erreurs n’est pas gaussienne.

Théoréme 1.3.3. (Gauss-Markov) 0 est le meilleur estimateur linéaire sans biais de 0
au sens suivant :

v, VO, V(C8) < V(CH),
ot, C' est un vecteur (1,p+1) et 0 un estimateur linéaire sans biais de 0.

2 cas particuliers s’en déduisent :

— Vj e (I,p+1), V(6;) est minimale parmi les estimateurs linéaires sans biais,

— pour toute combinaison linéaire estimable des parameétres C8, C0 est I'estimateur
linéaire sans biais de variance minimale.

Le paramétre estimé (et son estimateur) peuvent dépendre des contraintes si r < p+1,
alors que la combinaison linéaire estimable n’en dépend pas.
La démonstration de ce résultat est donnée en Annexe [I1.7], p. 319l

Loi de I’estimateur 6

Dans les deux cas (r = p+ 1 our < p+ 1), les estimateurs des paramétres sont
des estimateurs linéaires, c’est- a—dire qu ils sont des combinaisons linéaires de Y qui est
un vecteur gausswn (Y ~ N(X0,0 . Il en est donc de méme pour le vecteur des

estimateurs 6 (cf Annexe I p. -

D’apreés ce qui précéde, on a donc que

0 ~ Npi1(0,V10)), (1.15)

ou 'expression de V[a] est donnée par 1 ou .

On peut en extraire la loi d'un 6; particulier :
7 2
Hj NN(&j,’UjjO‘ ), (116)
ou vj; est défini dans le paragraphe précédent.

Loi de ’estimateur d’une combinaison linéaires de 0

Si la quantité d’intérét s’exprime comme une combinaison linéaire des parameétres
q p p
¢ =C0 destimateur 1 = CO,

ou C est un vecteur ligne de dimension p + 1, alors

et
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Prédiction

Connaissant 5, la prédiction par le modeéle de Y; est obtenue simplement par 1’esti-
mation de son espérance : R
Y; = B[] = 2.0,
de valeur ¢; = xzé\ (ot 0 est ici l'estimation de 0).
De cela, on peut en déduire un prédicteur de 'erreur pour l'observation ¢, F; : en
effet, une valeur naturelle est 1’écart entre Y; et son prédicteur :

Ei=Yi-Y,.

A

E; est une variable aléatoire dont une réalisation est é; = y; — ;. Plus généralement,
E=Y-Y=(I,-P)Y,

ot I,, est la matrice identité de dimension n x n. E est la projection orthogonale de Y
sur l'espace orthogonal & < X > dans R” (la matrice de projection est I, — P). Puisque
Y est la projection de Y sur < X >, les vecteurs E et Y sont orthogonaux, ce qui
signifie que leur produit scalaire est nul donc que les vecteurs aléatoires F et Y sont
non /(\:orrélés.

FE est souvent appelé vecteur des résidus et par abus la réalisation de ce vecteur est
également appelée vecteurs de résidus. Les résidus désignent donc & la fois les prédicteurs
de E et leurs prédictions.

1.3.3 Estimation de la variance ¢? et propriétés des estimateurs

Revenons sur le systéme aux dérivées partielles (1.4} p.[17) permettant d’obtenir les
estimateurs de 6 et de 2 du maximum de vraisemblance. Connaissant 'estimation de
0, la vraisemblance sera maximale si :

n 1 < ~: 2 le N2 1 . \2
—@‘FﬁZ(yi—%ﬂ) =0 & o ZEZ(%—I’Z@) ZEZ(%—%)
i=1 =1

Notons

~

SCR=(Y -Y)(Y-Y)=EE=>) EZ
t=1

Cette somme est appelée "Somme des Carrés Résiduelle " car c’est la somme des carrés
des résidus . L’estimateur du maximum de vraisemblance de o2, noté Sﬁw, est donc

donné par :
9 SCR
Sy =——

Si on utilise les hypothéses faites sur les variables aléatoires E, on peut montrer que
E[SCR] = (n —r)o?, (1.17)

oll 7 est le rang de la matrice X, i.e. la dimension de ’espace < X >. La démonstration
est donnée en Annexe [[1.4] p. On peut comprendre géométriquement la raison du
terme n —7 : Y évolue dans un espace de dimension n alors que Y appartient & ’espace
< X > de dimension r, le rang de la matrice X. E appartient donc a un espace de
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dimension n — r.
Ainsi, lestimateur S, est un estimateur biaisé puisque E[SZp,] = e o2. On en tire
facilement un estimateur non biaisé S? :

»_ SCR _ YL, (Yi- ¥

n—r n—r

S

(1.18)

On notera 62 'estimation de o :
52 — > i1 (yi — 371')2‘
n—r
Par le théoréeme de Cochran (donné en Annexe p. 313)), on peut montrer que :
(n —1r)S?

2 J—
= x“(n—r).

De plus S? et 0 sont des vecteurs aléatoires indépendants (cf démonstration du théoréme

[[L1] p. BI3).

1.3.4 Intervalles de confiance

La connaissance de la loi de l'estimateur 6 permet de construire des intervalles
de confiance sur les paramétres 6 ou sur une combinaison linéaire de ces paramétres

¥ = C0.

Intervalle de confiance sur un parameétre ;. D’aprés la loi de §J donnée par
'équation (.16} p.[25)), on a que
6, -9
T\/Vjj

~ N(0,1).

. ) . . )52
La variance o2 étant inconnue, on la remplace par son estimateur. Comme & UQ ~

x%(n —r) et est indépendant de 5, on obtient :

6; — 6

~

\/ST/U]-]- n—r»

ou Tp—r est la loi de Student & n — r degrés de liberté (degrés de liberté de la loi de
estimateur S?). Ainsi I'intervalle de confiance symétrique de niveau « de 6; est donné
par

IC1_4(85) = [éj —t1—a/2,n—rS/Vjjs 0; + tl—a/z,n—rS\/Ujj},

oll t)_q/2n—r représente le quantile d’ordre 1 —a/2 de la loi de Student & (n —r) degrés
de liberté. On confond souvent cet intervalle de confiance avec sa réalisation, qui n’est
elle plus aléatoire :

IC1_o(0;) = [éj —t—a/20—r0\/Vjj) 0; + tl—a/Z,n—r&\/vjj}a
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Intervalle de confiance d’une combinaison linéaire des paramétres. De la
méme fagon, on peut construire l'intervalle de confiance symétrique de niveau « d’une
combinaison linéaire des paramétres ¢ = C6 :

Ilea(@/)) = |:77//)\ - tl—a/Q,n—r i\][&]v "Z_‘_ tl—a/Q,n—r i\/["/ﬂ},

ol @'[12] = CRA’[@ C’ avec @'[5] la variance de  pour laquelle o2 a été remplacée par son
estimateur. A nouveau, on s’intéresse le plus souvent & la réalisation de cet intervalle
de confiance.

Prenons I'exemple de ¥ = a1 — as dans le cadre du modéle anova & 1 facteur. Son
estimateur est 1) = Gy — Gy = Yie — Yae. De plus, V[¢)] = o2(L + L) et V[¢] =

ni no
5’2(7%1 + n%) L’intervalle de confiance de 1 au niveau o 1C1_4(v)), est :
1 1\ 1/2 1 1\ 1/2
|:(Y10 - YQO) - tlfa/Z,ner ( + > ) (Yl. - YQO) + tlfa/Q,ner < + ) :|
ny n2 ny n2

1.4 Tests d’hypothéses

Dans toute la partie qui va suivre, M désignera un modéle Y = X0 4+ E, r le rang
de la matrice X (contenant le vecteur constant 1), et le vecteur des parametres 0 est
0= (6p,...,0p).

1.4.1 Tests sur les paramétres

La loi des estimateurs obtenue dans le paragraphe précédent permet de construire
un test sur un paramétre mais également, puisqu’on a la loi conjointe des estimateurs,
il est possible de construire un test sur une combinaison linéaire de paramétres. La
signification d’un paramétre peut dépendre du systéme de contraintes choisies. De ce
fait, un test portant sur ce paramétre s’interprétera en conséquence. Cet aspect est
détaillé dans le chapitre d’exemples, en particulier dans le cas de I’analyse de la variance.

Test sur un seul paramétre

Pour tester 1’égalité d’un paramétre & une valeur a définie a priori, le test présenté
dans la proposition suivante peut étre utilisé. Le plus souvent a vaut 0 comme par

exemple dans une régression multiple pour savoir si la variable X; est utile pour prédire
Y.

Proposition 1.4.1. Soit Hy, Uhypothése nulle du test définie par Hy = {6; = a}. Sous
Uhypothése Hy
5 a

Démonstration. D’aprés ’équation ( p. , sous Hy, 5] — @ suit une loi normale

0;—a 1:1\9 . P Ny
NG N(0,1). Puisque SCR est indépendant de 6

~ Tn—r. (1.19)

centrée de variance 021}]-]-. Ainsi
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et SCR/o? suit une loi du x? & n — r degrés de liberté,

~

0; —a
2T,

v,,SCR

1) n—r

Test d’une combinaison linéaire des paramétres

En analyse de la variance, le test précédent est peu utile (voire dangereux car il peut
étre mal interprété, si on ne prend pas en compte les contraintes utilisées). Il est souvent
plus intéressant de tester 'hypothése nulle Hy = {C = a} ou CO est une combinaison
linéaire invariante et a est une valeur définie a priori.

Proposition 1.4.2. Soit Hy, ’hypothése nulle du test définie par Hy = {C0 = a}, ou
C0 est une combinaison linéaire des parameétres. Sous I'hypothése Hy,

Co—a

cv(h)c

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition
p- D’aprés ’équation , p.h, O suit une loi normale centrée sur C et
de variance 0?CV C’. 1l s’en suit immeédiatement le résultat, puisque o2 est remplacée
par son estimateur SCR/(n —r). O

Exemple : Dans le modeéle Yjjp, = p+ oy + 6 + Eyjp (1 = 1,2 et j = 1,2,
k = 1,...,n4), on veut savoir s’il y a une différence entre les niveaux 1 et 2 du
premier traitement dont les effets sont notés oy et as. On est donc amené a tester
Hy = {1 —as = 0}. On a 0 = (u, 1,9, 51,62), C =1[0,1,—-1,0,0] et a = 0. CH
est une combinaison linéaire invariante, le test proposé ne dépend pas du systéme de
contraintes choisi.

1.4.2 Tests de modéles emboités

Le pouvoir explicatif d’'un modéle est examiné en testant ce modéle contre des ver-
sions simplifiées de lui-méme de maniére & identifier des variables réellement pertinentes.
Cette procédure s’effectue au travers du test de modéles emboités décrit ici. Notons M,
et M, deux modeles dont les matrices de design sont X(@ et X (") respectivement de
rangs q et r.

Définition 1.4.1. M, est emboité dans M, si et seulement si le sous-espace vectoriel de
R™ engendré par les colonnes de XD est contenu dans le sous-espace vectoriel engendré
par les colonnes de X (7).

Autrement dit M, est emboité dans M, si et seulement si M, est un cas particu-
lier de M,., obtenu en annulant certains parameétres ou certaines combinaisons linéaires
de paramétres de M,. Un test de modéles emboités consistera & tester ’hypothése
Hy = {Y est issu du modele M} contre H; = {Y est issu du modéle M, }
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Exemples de modéles emboités

Analyse de variance 1 Y, = p + «; + Ejj;, est emboité dans le modele Y, = p +
a; + Bj + Ejji. Le test de modeles emboités est un test de 'hypothese Hy = {51 =
Bj, g =1,...,J}, c’est-a-dire 'absence d’effet du deuxiéme facteur.

Analyse de variance 2 Y, = u+ o; + 3 + Ejji est emboité dans le modele Yy, =
p+c+ B +i;+ Eji. Le test de modeles emboités est un test de ’hypothése Hy =
{711 = vij =0,i=1,.... I, =1,..., J}, c’est-a-dire 'absence d’interaction.

Regression multiple Y; = 5y + lez(l) + 62x§2) +...+ Bqacz(Q) + F; est emboité dans

Y; = Bo+ ﬁlxgl) + [32562(2) +...4+ ﬁpxgp) + E; si g < p. Le test de modeéles emboités
est un test de 'hypothése Hy = {8; =0, j=q+1,...,p}.

Regression polynomiale Y; = 5y + ngn + ng?) + E; est emboité dans Y; = By +
61x§1) + 52:1352) + 63:5(1)? + 5495(2)? + E;. Le test de modéles emboités est un test
de I'hypothése Hy = {f; = 0, j = 3,4}, qui teste les termes quadratiques du
polynoéme.

A la différence du test pour un paramétre (paragraphe , p- , ce test permet de
tester d'un seul coup ’égalité de plusieurs paramétres du modeéle, comme par exemple
tous les paramétres associés & un facteur. Il y a des régles hiérarchiques & respecter
pour que ce test ait un sens. Par exemple on ne teste pas la nullité de 'effet principal
d’un facteur (qui correspond a ’égalité de tous les paramétres liés a ce facteur) si une
interaction impliquant ce facteur est incluse dans le modéle.

Les quantités pivot qui vont servir & comparer les modéles sont définies en terme de
variabilité expliquée par ces modeéles. Cette variabilité est issue de la décomposition de
la variabilité de Y, le premier niveau de décomposition consistant & séparer la variabilité
résiduelle (SCR) de la variabilité expliquée par le modeéle considéré (SCM). La somme
de ces deux quantités constitue la variabilité totale (SCT) comme énoncé au théoréme
[[.4.1] La somme des carrés expliquée par le modele (SCM) pourra & son tour étre
décomposée pour faire apparaitre la somme des carrés expliquée par le modele M, et le
gain apporté par le passage de M, & M,. Les sommes des carrés associées a chacun de
ces modéles seront indicées par q et r.

Théoréme 1.4.1. La variabilité de Y se décompose en la somme de deuz termes :

Y=Y = Y=Y + [¥-Y|
SCT = SCM  +  SCR

Démonstration. Pour cela, il suffit juste de se rappeler que les vecteurs Y et E sont
orthogonaux et d’utiliser le théoréme de Pythagore. O

Pour tester la pertinence d’un modeéle M, emboité dans M,, on décompose SCM,
en 2 parties, SCM, la somme des carrés expliquée par le modele M, et SCM,_, 'écart
entre SCM, et SCM,, qui mesure 'augmentation de la somme des carrés expliquée par
le passage du petit modele M, au modeéle emboitant M,. La proposition [I.4.3] présente
le test du modeéle M, emboité dans M,.
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Proposition 1.4.3. Soit M, un modéle emboité dans M, et < X0 > ep < X0 >
les espaces associés a ces deur modéles respectivement. On note g le rang de la matrice
X@ et r celui de X7, Y@ = X@D9) | g prédiction de Y dans le modele M, et on
définit
. . 2
SCM,_, = HY(” Y@ H = SCM, — SCM,,.

Sous Uhypothése Hy = {M, et M, sont équivalents}, la statistique de test est

SCM,_,
F =gt R F(r—qn—r). (1.21)

n—r
Démonstration. D’apres les propositions|11.2.3] p.[315[et|11.2.1} p.[315} on a % o
2(r — q), S(jQR’“ ~ x%(n — 1) et ces deux variables aléatoires sont indépendantes. La
définition [L0.2.5] p. permet de conclure. O

Interprétation de la proposition Le modele M, est plus général que le
modéle Mg, donc il s’ajuste mieux aux données que ce dernier, on a donc SCM, —
SCM, > 0. La question qui se pose est la suivante : est-ce que ’augmentation du pouvoir
explicatif (sur Y') apportée par le modéle M, par rapport au modeéle M, est suffisamment
forte pour justifier le choix de M, de préférence & M,? Comme M, correspond & un
espace de dimension r plus grand que M, (de dimension ¢), la quantité utile est (SC M, —
SCM,)/(r —q) = SCM,_4/(r — q), Pamélioration du pouvoir explicatif par dimension
supplémentaire. Cette statistique a une loi de probabilité qui dépend de la variance
résiduelle o2 qu’il faut éliminer.

Vision géométrique du test. Notons 1 le vecteur de R"™ pour lequel chaque com-
posante vaut 1. On se place dans l’espace orthogonal a 1, < 1+ >. On peut alors
schématiser le sous-espace E; =< 1X@ engendré par les colonnes de X (@ et ortho-
gonal & 1 par une droite passant par le point Y. Cette droite appartient au sous-espace
< 11X S (schématisé par un plan sur la figure engendré par les colonnes de X
et orthogonal a 1.

L’idée du test de 'hypothése Hy consiste & voir si le vecteur V(") est suffisamment
proche du sous-espace < X9 > auquel cas on peut conclure que c’est le modele M,

qui est préféré. Clest le cas si HP<X<T)>Y — P<X<q)>(Y)H2 = SCM,_, est petite.

<X@>

<X">

FiGURE 1.2 — Représentation graphique du test de modéles emboités .
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Cas particulier : test du modéle complet. Le test du modeéle complet consiste &
tester le modele naif appelé My (sans variables explicatives) contre le modeéle proposé
ou complet appelé Mcomyp. Le modéle My est un modeéle emboité de Meomy et le test du
modeéle complet est donc simplement un test de modéles emboités (M, = My, c’est-a-
dire que X© =1, et 00 =y, et M, = Mecomp pour lequel on note X la matrice de
design). De plus, notons SCM, SCR et SCT les différentes sommes de carrés associées
& ce modele Meomyp. Le test est présenté dans la proposition [T.4.4]

Proposition 1.4.4. Soit

Hoy = { My et Mcomp sont équivalents }
= {¥ = x0¢0) + g}
={b=0=...=6,=01}
et

Hy = { Mcomp est meilleur que Mo}
={Y = X0+ E avec un i > 0 tel que 0; # 0}
= {1l existe i > 0 tel que 0; # 0} .

Alors, sous Hy,

SCM

s— ~xC(r—1), (1.22)
o
et donc soM( D
r—1) H
— = ~ F(r—1,n—r). 1.23
SCR/(n—r) T hnor) (1.23)
Démonstration. La preuve est une application directe de la proposition [1.4.3] p. 31} 11
_ "2

suffit de remarquer que Y =Y, donc SCM,_, = HY — YH =SCM. O

1.4.3 Tests a I’aide des réductions

Pour tester leffet d’'un facteur (resp. d’une variable), il est naturel de tester la
nullité des parameétres associés a chaque niveau du facteur (resp le paramétre associé
a la variable). Cette approche est insuffisante pour définir correctement ’hypotheése
Hy testée, il faut préciser les hypothéses portant sur les autres variables. La notion
de réduction, définie ci-dessous, permet de bien spécifier le role des autres variables.
L’approche générale est présentée dans la section qui suit et la déclinaison de cette
approche dans le cas d’'une analyse de la variance et d’une régression multiple se trouve

au paragraphe p. 34
Cas général

Dans un souci de généralité, les variables (et/ou niveaux des facteurs) seront notés
dans cette section (Vary,...,Var) et leurs effets (ay, ..., a).

Définition 1.4.2. Soit un modéle contenant les effets (a1, ..., a;) des variables/facteurs
(Vary,...,Vary). On appelle réduction associée o lintroduction de ag,,...,aq, dans
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un modéle contenant les effets a;,, iy, . .., a;,, notée R(agq,,...,aq,lai, i, ... 0;,), la
norme suivante

2
R(athv RER) a(Id|ail7a’i2’ NTIES ||P<i1,i2,-~~7im7Q17~-~7q(1>Y - P<i17i2,~-~7im>y”

= SCMh,i2,---7im7Q17---7q(i - SCMi17i27---»i (1'24)

m)

P_;, iy~ désignant la projection sur l’espace engendré par les variables Var;, , Var;,
et SCM;, i, la somme des carrés du modéle associée aur variables Var; , Var;,.

Un schéma de différentes réductions dans un modéle simple est donné dans la figure

L3l

Var

FI1cURE 1.3 — Représentation des différentes réductions. Vary et Vary peuvent désigner
soit une variable soit un facteur, p représente la constante. R(a1|u) est la réduction de
variabilité expliquée par Iintroduction de a; dans le modeéle nul My, R(az|u,a1) celle
expliquée par l'introduction de as dans le modéle contenant déja a; et la constante.
Notons que Y n’est pas dans le plan engendré par Vary et Vare et que SCM =
R(a1, az|p).

Proposition 1.4.5. Les réductions se décomposent successivement de la facon sui-
vante :

R(a'lv az,. .. 7ap|u) - R(a:l’ll'l/) + R(GZ‘GD M) +.o.+ R(ap‘ab ceey ap—lnu')'

La preuve cette proposition est une application directe du théoréme de Pythagore

(cf figure [L.3).

Un test de Peffet d’une variable/facteur est associé & chaque réduction. Considérons
la réduction R(ag,,...,aq,|a:,,ai,, ..., a;,), 'hypothése Hy associée s’écrit

Ho = {P<iyin,...imatraa>X 0 = Peiyig, . im>X0} .
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La statistique de test est donnée par

R(ag, sey0gy |aq;1 \@i yees@ign )

F= .

SCR )
n—r
ou
— q est la différence des dimensions des espaces < ag,, ..., 0q,Qi,, @iy, - - - , G, > €F
< gy Gy vv ey Ay >,

— SCR est la somme des carrés du modéle complet,
— r est la dimension de I’espace engendré par le modéle complet.
Le théoréme de Cochran assure que

Flis)f(q,n—r).

Remarquons que ce test est exactement un test de modeéles emboités si le modeéle complet
est celui associé aux parametres ag,, ..., Qg Qi;, Qigy - - -, A;

m*

Quelques réductions classiques

On se propose d’illustrer les tests associés aux réductions sur 'exemple d'une analyse
de la variance & deux facteurs et d’une régression multiple . Les deux modéles considérés
s’écrivent

id
(M1) : Yijk = p+ i+ Bj + % + Eijr, Eije '~ N(0,07)
izl,...I, jzl,...J7 kzl,...,nij

(M2) :Y;=Fo+ Bz +.. . +B8,2P + B, E L N(0,02)

1=1,...,n

Certaines réductions sont classiquement utilisées et fournies en standard en sortie des
logiciels. Parmi les plus classiques, on trouve les réductions de Type I et les réductions
de Type II. Les tests associés sont souvent présentés au sein d’une table d’analyse de la

variance. Les paragraphes suivants présentent cette table pour les deux modéles M; et
Ms.

Somme des carrés de Type I. Les réductions de Type I proviennent de la décom-
position de la somme des carrés du modéle en réductions successives. Dans le modéle
My,

SCM =R(a, B,7|p) = R(alu) + R(Bla, 1) + R(yle, B, 1)

Les tests des différents effets associés a cette décomposition sont présentés dans la table
Dans le modeéle My,

SCM =R(B1, ..., BplBo) = R(B1|Bo) + R(B2|B1,B0) + - - + R(BplBp-1, -, 1, 50)

La table d’analyse de la variance correspondante & ces tests est donnée dans la table[I.2]

Remarquons que l'ordre d’introduction des variables/facteurs dans un modeéle leur
confére des roles différents. Cette asymétrie dans le traitement de chacune des variables
est parfois considérée comme un inconvénient de la décomposition de Type 1. Les dé-
compositions de Type II proposées ci-aprés symétrisent leurs roles.
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Reéduction .
Effet Type I DDL F Question
R(a|p) Est-il pertinent d’ajouter ’ef-
I—1 fet du facteur 1 & un mo-
@ R(alp) r=1 SCR déle ne contenant que la
n—1J constante 7
R(S|p, c) Est-il pertinent d’ajouter l'ef-
_ J—1 fet du facteur 2 & un modele
g R(Blp, o) J-1 SCR contenant la constante et 1’ef-
n—1IJ fet du facteur 17
Est-il pertinent d’ajouter 1’ef-
R(y| e, B) NI
fet de l'interaction entre les
(I-)x | I-1)x(J-1) \ \
0 R(y|w, , B) deux facteurs a un modéle
(J—=1) SCR
contenant la constante et les
n—1J effets des deux facteurs?

TABLE 1.1 — Table d’analyse de la variance des réductions de Type I du modéle M;.

Somme des carrés de Type II. L’idée des Types II consiste essentiellement &
considérer la réduction portée par une variable/facteur conditionnellement aux autres.
Les tables et présentent les tables d’analyse de la variance pour les modéles My
et M, respectivement.

‘ Effet ‘ Réduction Type 1 ‘ DDL ‘ F ‘ Question

Est-il pertinent
M d’ajouter leffet de
B R(B1]Po) 1 TlR la variable z(M) a un
o1 modéle ne contenant

p que la constante ?
Est-il pertinent
R(2|51, Bo) d’ajouter leffet de
1 la variable z(2) & un
& R(521B1, o) 1 SCR modéle  contenant
n—p—1 la constante et la

variable z(1) ?

Est-il

pertinent
d’ajouter Deffet de
R(Bp| 1. --Bp-1, o) la variable () & un
By R(BplBi,- .- Bp—1,P0) | 1 Sé’R modéle contenant
pr— la constante et les
n=pr variables :U(l), cee
2P=1) 7

TABLE 1.2 — Table d’analyse de la variance des réductions de Type I du modéle Mo.
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Réduction .
Effet Type 11 DDL F Question
R(«|B, 1) Est-il pertinent d’ajouter ’ef-
IT—1 fet du facteur 1 & un modéle
@ R(alB, p) =1 SCR contenant la constante et 1’ef-
n—1J fet du facteur 27
R(B|p, o) Est-il pertinent d’ajouter 'ef-
B J—1 fet du facteur 2 & un modéle
B R(Blu, o) J-1 SCR contenant la constante et 1ef-
n—1J fet du facteur 17
Est-il pertinent d’ajouter 1’ef-
R(y|u, o, B) Pel A
fet de linteraction entre les
(I-)x | I=1)x (J—-1) \ \
~y R(y|w, a, B) deux facteurs & un modéle
(J—1) SCR
contenant la constante et les
n—1J effets des deux facteurs?

TABLE 1.3 — Table d’analyse de la variance des réductions de Type II du modéle M.

Quelques remarques sur les décompositions de Type I et de Type II.

Les

conclusions portant sur l'effet d’'une variable/facteur en Type I et en Type II peuvent
étre différentes puisque les tests proposés sont différents. Cette différence porte sur la
définition de l'effet d’une variable/facteur.

Dans un modele d’analyse de la variance (M), on regarde en premier lieu le test

‘ Effet ‘ Réduction Type 11 ‘ DDL ‘ F ‘ Question
Est-il pertinent
R(B1]Bo, B2, --Bp) d’ajouter leffet de
1 la variable z(1) & un
& R(B11Bos o - Bp) SCR modeéle contenant la
n—p—1 constante et toutes
les autres variables ?
Est-il pertinent
R(B2]B0, b1, B3, .-Bp) | d’ajouter leffet de
1 la variable z(?) & un
P2 (620, B, B3, - ) SCR modéle contenant la
n—p—1 constante et toutes
les autres variables 7
Est-il pertinent
R(By|Bo, B --Bp-1) d’ajouter leffet de
1 la variable z(® & un
By R(Bp|Bos -Bp-1) SCR modeéle contenant la
n—p—1 constante et toutes
les autres variables ?

TABLE 1.4 — Table d’analyse de la variance des réductions de Type II du modéle Ms.
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portant sur Iinteraction . Si le test est significatif, on conclut & un effet de chacun
des facteurs ne serait-ce qu’au travers de leur interaction . Pour cette raison, on ne
considére pas R(alB,v,pu) qui de toute fagon est nulle. Pour différencier I'effet d’un
facteur & travers son effet principal ou son interaction, il est possible de définir des
réductions contraintes (Type III par exemple) qui ne sont pas présentées ici.

Dans un modéle de régression multiple (Ma), les tests de Type II pour chaque
variable sont exactement équivalents aux tests de nullité des coefficients présenté dans
la proposition [I.4.1] p.

La somme des réductions en Type Il n’a pas de raison d’étre égale & la somme des
carrés du modéle.

On peut remarquer en s’appuyant sur la figure que si les sous-espaces engendrés
par Var; et Vars et orthogonalisés par rapport a la constante, sont orthogonaux, alors
R(ai|p) = R(ou|p, a2) et R(az|p) = R(ag|p, o). On parle dans ce cas de dispositif
orthogonal et les tests impliquants les réductions citées seront équivalents. Dans le cas
particulier du modeéle Mj, les réductions de Type I et de Type II sont les mémes.

Va r

R(a, la, p)

.
.
.
.
P
P
P
o
"
.
.
.
.

Var.

R(@, | 1) .

ar;,

FIGURE 1.4 — Représentation des différentes réductions. Var; et Vary peuvent désigner
soit une variable soit un facteur, p représente la constante. Dans le cas orthogonal
présenté ici, R(ai|p) = R(a1|p,az) et R(ag|p) = R(az|u,ar). Les réductions sont les
normes au carré des vecteurs correspondants.

1.5 Notion d’orthogonalité

Rappelons que le modéle linéaire s’écrit sous forme générale E(Y) = X6. La matrice
X peut s’écrire par bloc X = [1 X! X2... XP], chacun étant associé¢ a un effet (un
facteur en anova, une variable en régression, I’'un ou l'autre en ancova, 1 étant associé
a la constante). L’espace engendré par X peut toujours se décomposer sous la forme
suivante :

<X>=<1>+<1 >4 1t s 441X

ot < 1% > est le sous-espace de X7 orthogonal & < 1 >.
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La matrice X peut donc se réécrire sous la forme :

X =1 14X 11X

)

La notion d’orthogonalité est générale. Cependant pour simplifier I'exposé, on se res-
treint au cas d’un modéle sans interaction.

Définition 1.5.1. Un plan d’expériences est orthogonal pour les effets principauz, si
pour tous les couples j,j', correspondants a des effets principauz (une variable en ré-

. -/
gression ou un facteur seul en anova) < 17 > et < 12X > sont orthogonauz.

1.5.1 Propriétés liées a ’orthogonalité

L’orthogonalité est une propriété recherchée des dispositifs expérimentaux, en effet :

Propriété 1.5.1. Dans un plan orthogonal pour les effets principoux,

o V(4,7"), R(ajr|p, a5) = Rlayr|p), les sommes de carrés de Type I et 11 sont égales.
La somme des carrés due 4 un terme donné (c’est le numérateur du test
P. de nullité de ce terme du modele d’analyse de la variance) ne dépend pas du
modéle "emboitant”.

e la mairice de variance des estimateurs est diagonale par blocs, les estimateurs ap-
partenant & deux blocs différents sont non corrélés . En effet l'estimation de ces
parameétres correspond d des projections dans des sous-espaces orthogonauz.

o les estimations des paramétres concernant un terme ne changent pas lorsque l'on
considére un sous-modéle.

1.5.2 Orthogonalité dans le modéle d’analyse de la variance

Considérons le modéle d’analyse de la variance & deux facteurs sans interaction écrit
sous la forme suivante :

E(Yijr) = p+ a; + 55,

aveci=1,...,I,7=1,...,Jet k=1,...,n; ol n;; est le nombre d’observations pour
la modalité ¢ du facteur associé & « et la modalité j du facteur associé & 8. La matrice
X s’écrit :
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1At A2 o4 ... oAb B B2 ... ... B
1., 1., On, ... cee Oy 1o, 04y oo Ll Opyy
1oy, 1o, cee : 0, 1., :
SR S On, ).,
1n1J 1n1J Onl.] OnlJ OnlJ OnlJ 1”1.]
1”21 0”21 1”21 0”21 0”21 1”21 0”21 te te O"Ql
177/22 0”22 1n22 On22 te 0”22 0”22 1”22
: : : : . . : Onl,J—l
X = 1., Opny, 1., 04y .. 0pyy Opy, oo o0 Opy, 1y,
1”11 O”Il OnIl Onfl ]'nIl 1”11 O”Il OnIl
L., Opp oo cor 0Oppy 1y Opyy 1py,,
: : : : On; ;4
1nIJ OnIJ OnIJ 1nIJ OnIJ OnIJ 1nIJ
ot A = [A' A% ... Al] sont les colonnes de X associées & leffet a et B =
[B! B? ... B’] celles associ¢es a l'effet 3. Comme proposé ci-dessus, la matrice X

peut g’écrire :
X — {1 114 1J_B]

Le plan d’expérience est donc orthogonal si les espaces < 14 > et < 118 > sont
orthogonaux. Cette propriété s’exprime plus simplement sous la forme donnée dans la
proposition |1.5.1]

Proposition 1.5.1. En analyse de la variance o deux facteurs , le plan d’expérience
est orthogonal ssi
Niy X Ny
N = ;
n
ot n;; est le nombre d’observations pour la modalité i du facteur associé¢ a « et la
e L J , I

modalité j du facteur associé a B et ni =351 ngj (respectivement nyj = 3 4 nij) est
le nombre total d’observations pour la modalité i du facteur associé a « (respectivement
J du facteur associé & 3).

Cette condition tient toujours dans le cas d’'un modéle d’analyse de la variance a
deux facteurs avec interaction car la condition d’orthogonalité ne porte que sur les fac-
teurs principaux.
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Un plan complet équilibré (i.e. ou le nombre d’observations est le méme pour tous
les croisements des deux modalités, i.e. n;; est égale & une constante) est donc un plan
orthogonal.

Démonstration. On veut déterminer les conditions sur les effectifs n;; pour que 'espace
< 114 > soit orthogonal & I’espace < 115 >.

Or
<1 >1<1PBsec1>n< Bt >=<1>.
Mais
I I
we< 1 sy = ZaiAZ et ZamH =0, (1.25)
i=1 i=1
et
I I
v e< 14 >N<Bt>su= Z%‘AZ et VjZnijai = 0. (1.26)
i=1 i=1

Les espaces <14 >N < BY > et < 114 > sont égaux ssi

1 1
\V/CLZ' : {Vj Znijai =0 Zainlqr = 0} 4 {V], Nij = )\TLZ+} .

i=1 i=1

Finalement puisque 21'121 nij = Nyj = A, A =n,;/n et par suite n;; = nnyj/n.
O

1.5.3 Orthogonalité dans le cas de la régression multiple

Dans ce modéle, la condition d’orthogonalité se traduit par le fait que les variables
explicatives sont non corrélées entre elles. En effet, un élément qui appartient a 'espace
< 11X > est un vecteur u = aX7 tel que

<u,1>=0 & Y z;=0 & z45=0,

7

oll To; est la moyenne de la jéme variable. Et dire que < 11X > et < 11X > sont
orthogonaux signifient que

Z(x” — Toj)(Tijr — Tojr) = 0.

On reconnait la covariance empirique. Ce cas est peu fréquent car en général les variables
explicatives ne sont pas maitrisées (& moins que cela soit fixé par 'expérimentateur).

1.5.4 Orthogonalité dans le cas de ’analyse de la covariance

Pour simplifier la présentation, considérons un modéle d’analyse de la covariance
avec un seul facteur et une seule covariable x sans interaction. Pour assurer ’orthogo-
nalité, il faut que la covariable soit centrée au sein de chaque modalité i du facteur (ce
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résultat est identique si on prend en compte une interaction entre la covariable et le
facteur). En effet,

<X >1<1>6 40 =0,

0l Zee €st la moyenne globale de la covariable, i.e. la covariable est centrée.

<A>L<1>& ) am; =0,

)

et
< ILX >1< 1J'A > Zammi. =0,

)

soit x;4 = 0 quelque soit 4.

1.6 Qualité d’ajustement et comparaison de modéles

1.6.1 Le coefficient de détermination

Une mesure naturelle pour quantifier la qualité de ’ajustement du modéle aux don-
nées est de regarder la part de variabilité expliquée par le modéle par rapport & la
variabilité totale. On va donc s’intéresser au rapport de la somme des carrés du modele
sur la somme des carrés totale. Ce rapport, généralement noté R2, s’appelle le coefficient
de détermination :

_SCM-_ 1— SCR. (1.27)

2
R SCT SCT

Il est toujours compris entre 0 et 1, et plus R? est proche de 1, meilleur est I’ajustement.
Géométriquement ce rapport est égal au carré du cosinus de I’angle du vecteur Y — Y
avec le sous-espace < X >.

On g’intéresse essentiellement & cette quantité lorsque I'on est dans un objectif de
prédiction, i.e. pour juger de la précision des prédictions que ’on obtiendra par ce mo-
déle.

Si 'on cherche & comparer le pouvoir prédictif d'un modele sur Y avec le méme
modéle mais sur une transformation de Y (par exemple le log), on ne peut directement
comparer les R? obtenus. Pour que cela soit rendu possible, il faut recalculer le R? du
modeéle sur log Y en utilisant la transformation inverse (et donc obtenir un R? sur Y).

1.6.2 Critéres de comparaison de modéles

Le coefficient de détermination augmente avec le nombre de variables (ou de parameé-
tres & estimer). Ainsi si on doit choisir entre un modéle avec p variables et le méme
modéle mais avec une variable de plus en se fiant au R?, on choisira toujours le modéle
avec le plus de variables. Ce critére ne prend en compte que 'ajustement du modéle et
pas le prix de cet ajustement, i.e. le nombre de paramétres & estimer. Nous présentons
ici deux critéres qui mettent en jeu ces deux considérations.
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coefficient de détermination ajusté. TLe R? ajusté, noté RZ;, est donc une version

du R? ajusté au nombre de paramétres & estimer. Pour un modéle a p variables (i.e.
p + 1 paramétres & estimer), il est défini de la fagon suivante :

S ey i R ey LG

Ce nouveau R? n’augmentera que si la variable ajoutée améliore nettement ’ajustement,
i.e. est donc explicative.

Critére AIC. AIC (Akaike Information Criterion, [2] ) est un critére de sélection de
modéles bien connu. Pour un modeéle M, il est défini de la fagon suivante :

AIC(M) = —2L(y;0,6%) + 2Dy, (1.29)

ou L (y; é, 52) est la log-vraisemblance du modéle M calculée en son maximum, qui
est aussi une mesure d’ajustement du modéle aux données, et Djy; est le nombre de
parameétres a estimer dans le modéle M, qui représente le prix de l’estimation. Le
modéle qui a le plus petit AIC fait donc un bon compromis entre un bon ajustement
du modéle aux données et un nombre raisonnable de paramétres & estimer.

1.7 Diagnostic

Plusieurs hypothéses ont été considérées lors de la construction du modéle. L’analyse
de ce modéle (en particulier les tests effectués) repose sur celles-ci, il est donc important
de les vérifier/valider avant toute analyse. Avant d’énumeérer les différentes hypothéses,
ainsi que les outils utilisés pour la validation de chacune, rappelons la définition du
levier, des résidus bruts et des résidus standardisés.

Levier

Le prédicteur de Y est Y = PY. Notons hi; le terme général de la matrice P, alors :

n
i =Y _ hijy;.
i=1

h;j est une mesure de l'importance de l'observation y; pour la prédiction de y;. Par
exemple en analyse de la variance & 1 facteur, chaque individu est caractérisé par le
niveau du facteur & et l'indice de répétition [, soit i = (k,l). On a g; = gg = n—lk Sk Ykt
et hij = nik si 'individu j a le niveau k du facteur et h;; = 0 sinon. Ainsi plus le groupe
auquel appartient I’observation contient d’observations, moins elle a d’importance.

En régression linéaire simple,

1 (@) - @)
no Yoz — 1))

ainsi plus la valeur de la covariable z; est éloignée du centre (), plus cette observation
sera influente.

hij =
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La valeur h;; est ce que I'on appelle le levier qui mesure "importance du réle que
joue l'observation y; pour sa propre prédiction.

Résidus bruts et standardisés . Le résidu ¢; de 'observation ¢ se calcule en mesu-
rant ’écart entre ’observation y; et sa prédiction ¢; :

Ce résidu est appelé résidu brut. Méme sous I’hypothése d’homoscédasticité, les résidus
bruts n’ont pas tous la méme variance :

V[E;] = 0%(1 — hy).

On en calcule des versions standardisées en normalisant les résidus bruts par leurs écart-
types estimés afin de les rendre comparables :
_ &
2(1 — hy;)

Hypothéses du modéle et validation. Les hypothéses du modéle sont

1. E[Y] = X6, la moyenne est une combinaison linéaire des variables explicatives.
Cette hypothése ne se vérifie que dans les cas particuliers de modeéles qui font
intervenir des variables quantitatives (régression ou ancova). L’hypothése que la
variable & expliquer y est supposée étre linéaire en les variables explicatives z()
n’est pas toujours satisfaite. Si ce n’est pas le cas et si cela n’a pas déja été repéré
lors de I'analyse descriptive (en visualisant le graphique des couples (wE] ), Yi)), un
diagnostic peut étre fait a partir de ce que 'on appelle le graphe des résidus qui
consiste & tracer les résidus standardisés 7; en fonction des prédictions g;. En effet,
des termes oubliés dans la modélisation se retrouvent systématiquement dans les
résidus. Si une structure particuliére apparait, on peut mettre en question la sup-
position E[Y] = X0. Quelquefois il suffit de transformer une variable explicative
x par une fonction (logz, v/z, z2...) ou d’ajouter cette variable transformée pour

résoudre le probléme.

2. Les erreurs sont indépendantes. En pratique, cette hypothése est en général sup-
posée. Elle se déduit du plan d’expérience mené : on dira que cette hypotheése est
vérifiée si les observations sont issues d’expériences menées dans des conditions
indépendantes. Par exemple, si un individu est utilisé deux fois dans I'expérience,
on perd I’hypothése d’indépendance. On peut vouloir tester cette hypothése. 11
existe plusieurs tests dont le test de Durbin-Watson, (|23, 24]).

3. E; ~ N, les erreurs suivent une loi gaussienne. Cette hypothése peut étre vérifiée
en comparant la distribution empirique des résidus a la distribution théorique
soit graphiquement (qqgplot, histogramme par exemple), soit en effectuant un test
comme par exemple
— Shapiro-Wilks ([53])

— Kolmogorov-Smirnov ([13]),
— test du x? ([11]),
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avec la limite que ces tests supposent I’'indépendances des variables observées, qui
dans ce contexte sont les résidus, ceux-ci n’étant pas indépendants par construc-
tion.

4. V[E;] = 02, la variance des erreurs est constante (on parle d’homoscédasticité). La
validation de cette hypothése se fait via le graphe des résidus. Typiquement, si la
variabilité des résidus augmente avec les prédictions, cette hypothése n’est pas va-
lidée. Afin de stabiliser la variance, une procédure classique consiste & transformer
les données. Les deux transformations les plus courantes sont :

logY si o est proportionnel & E[Y]
VY si 02 est proportionnel a E[Y]

Détection de valeurs atypiques. Il se peut que certaines observations soient sus-
pectes. On peut d’une part s’interroger sur la validité de ces mesures et d’autre part
elles peuvent dans ce cas avoir une "trop" grande influence sur l'estimation des para-
meétres. L’un des critéres les plus utilisés pour détecter ces points est la distance de Cook
qui mesure l'influence d'une observation sur I’ensemble des prédictions en prenant en
compte l'effet levier et I'importance des résidus :

> (g — 957 hii .

) PR O A

ol g;); est la prédiction de l'observation j obtenue sans 'observation i.

Cook [14] propose de considérer un individu comme atypique dés lors que sa distance
de Cook C; > 1. On peut cependant regarder avec plus de précision son résidu et son
effet levier. On peut alors vouloir la supprimer.

Attention la suppression d'un point atypique doit toujours étre justifiée par un
argument non statistique (erreur de mesure probable, animal malade, condition excep-
tionnelle...).

1.8 Limites et extensions du modéle linéaire

Les résultats obtenus avec le modéle linéaire sont valides si les hypothéses qui ont
été faites le sont :

1. E(Y) = X6 qui est équivalent a E(E) =0,

2. V(E;) = 0%, Vi=1,n,

3. les variables aléatoires F; sont indépendantes,
4. B; ~N(0,0%), Vi =1,n.

Le modéle linéaire tolére plus ou moins bien un écart sur chacun des points énoncés
ci-dessus.
— Un écart modéré de F a la loi normale a peu d’impact sur la qualité des résultats,
d’autant moins que la “vraie” distribution des variables résiduelles est symétrique
(ceci grace au théoréme de la limite centrale qui nous assure quune somme de
variables aléatoires sous de bonnes conditions tend vers une loi normale).
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— En analyse de la variance, I'inégalité de la variance résiduelle pour différents ni-
veaux d’un facteur peut avoir des conséquences importantes si le dispositif n’est
pas équilibré. Si le dispositif est équilibré, les résultats obtenus seront conve-
nables.

— La supposition d’indépendance des erreurs est importante. Les résultats de l'es-
timation et des tests y sont sensibles, surtout si les corrélations sont élevées.

Le premier probléme qui se pose est de savoir diagnostiquer si une ou plusieurs
suppositions ne sont pas satisfaites. Cette vérification a été vue dans la partie précédente.
Le deuxiéme probléme est de savoir quoi faire lorsque le diagnostic a été établi. Le
diagnostic peut orienter l'utilisateur vers d’autres types de modéles plus généraux que
le modele linéaire.

1.8.1 Généralisations du modéle linéaire
Modéles non linéaires

Certains phénoménes sont fondamentalement non linéaires dans un domaine de va-
riation déterminé. On peut toujours restreindre le domaine d’étude suffisamment pour
considérer les variations comme linéaires localement. Par exemple la croissance d’un or-
ganisme ou d’une population, globalement n’est pas linéaire. On peut la modéliser par
un modeéle linéaire en approchant la fonction non linéaire par un développement limité
de degré suffisant, ce qui revient & adopter un modéle de régression polynomiale, mais ce
type de modélisation a I'inconvénient d’introduire un nombre important de paramétres
qui, de plus, ne sont généralement pas interprétables biologiquement. Certains modéles
non linéaires (fonction exponentielle par exemple) se raménent & un modéle linéaire par
une transformation de Y (log). Mais ce n’est pas toujours faisable comme on le voit si
la fonction non linéaire est une somme de 2 exponentielles.

1l est plus adapté dans ce cas de choisir de modéliser 'espérance de la variable &
expliquer par une fonction non linéaire. On a alors un modele “non linéaire” ([34), 5] 58]).

Modéle linéaire général

Dans le modéle y; = m; + e; on peut avoir V(e;) = Aio? oil \; est connu pour tout
i=1,...,n. Cest le cas quand y; est la moyenne de n; données individuelles. Dans ce
cas \; = 1/n;. L’analyse doit prendre en compte les poids différents accordés a chaque
observation.

Modéle linéaire généralisé

Le modéle est le suivant : E[g(Y)] = X0 et Y ~ L(X0,0?%), ot g est une fonction
monotone appelée fonction de lien et £ est une loi de probabilité & choisir parmi les lois

normales, de Poisson, Binomiale ou Gamma (plus générallement n’importe quelle loi de
la famille exponentielle). Ce type de modeéle est détaillé dans les chapitres [3] p. et

B p- 132
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1.8.2 Les variables explicatives sont aléatoires
Cas de la régression

Le modéle linéaire peut aussi étre utilisé pour expliquer la variable aléatoire Y en
fonction de variables X dont les valeurs ne sont pas fixées et qui sont modélisées par
des variables aléatoires. Par exemple, on étudie la relation entre la qualité du vin et la
température cumulée de 'année, qui n’est pas fixée mais subie par I'expérimentateur.
On utilise le modéle linéaire usuel, conditionnellement aux réalisations des variables
aléatoires obtenues dans lexpérience. Si le vecteur (Y, X) est gaussien, les estimateurs
et les risques de premiére espéce des tests usuels restent valides mais la puissance de
ces derniers est modifiée.

Modéle mixte

Quand les variables F; ne sont pas indépendantes, on utilise le modéle mixte. D’autre
part, il arrive que les effets de certains facteurs soient modélisés comme des variables
aléatoires. Le modéle mixte est traité dans les chapitres [ p. et [6] p.[196]



Chapitre 2

Exemples de modéles linéaires

Ce chapitre présente des exemples d’applications du modéle linéaire. Il vise & illustrer
sur différents exemples les concepts présentés dans le chapitre précédent et a s’attarder
sur les spécificités de chacun des modéles présentés.

2.1 Reégression linéaire simple et polynomiale

2.1.1 Présentation du probléme

Pour étudier la possible bioaccumulation de pesticides chez les brochets, on a mesuré
le taux de DDT dans la chair de brochets de différents 4ges, capturés dans une méme
riviere. On cherche & décrire la relation potentielle entre le taux de DDT et ’age des
brochets. Le taux de DDT (variable TxDDT) pour le brochet i est noté y;, son age x;
(variable Age) et n désigne le nombre total de brochets, ici n = 15.

Un extrait des données est donné dans la table et le graphe du taux de DDT des
brochets en fonction de leur age en figure [2.1] On remarque que plus le brochet est age,
plus le taux de DDT est élevé. Ainsi il semble exister une relation entre ces quantités,
de type plutot quadratique que linéaire. On peut aussi déja remarquer que la variabilité
du taux de DDT par 4ge augmente elle aussi avec I'age.

Age TxDDT
1 2 0.20
2 2 0.25
3 2 0.18
4 3 0.19
5 3 0.29
6 3 0.28
7 4 0.31
8 4 0.33

TABLE 2.1 — Extrait des données

47
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FIGURE 2.1 — Graphe des observations : taux de DDT en fonction de ’age.

2.1.2 Modéle de régression linéaire simple

Si on suppose que le lien entre le taux de DDT et I’age est une fonction affine le mo-
déle approprié pour la modéliser est le modéle de régression linéaire simple : on suppose
que les observations y; sont des réalisations des n variables aléatoires indépendantes Y;
telles que

Yi=a+br+E, B '“'N0,0%, i=1,...,n=15

L’analyse de ce modéle n’est possible que si les hypothéses du modeéle linéaire sont
recevables (se référer a la partie p. du chapitre Modeéle Linéaire). La figure
représente le graphe des résidus standardisés en fonction des prédictions. Les rési-
dus laissent apparaitre une tendance quadratique qui indique que la modélisation du
phénomeéne par un modéle de régression linéaire simple n’est pas adaptée, ’analyse des-
criptive avait déja permis de soulever ce point. Afin de prendre en compte cette relation
quadratique, on va considérer un modéle de régression polynomiale d’ordre 2.

2.1.3 Modéle de régression polynomiale
Le modéle s’écrit :

Y; = a + bx; + ca? + E;, E; (0,0?), i=1,...,n=15.

Le graphe des résidus en fonction des prédictions est donné en haut a gauche de la
figure On observe que la tendance quadratique a bien disparu. Cependant, on peut
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FIGURE 2.2 - Graphe des résidus (résidus standardisés en fonction des prédictions) dans
le cadre de la régression linéaire simple.

remarquer, sur ce graphe comme sur le graphe de la racine carrée des résidus standar-
disés en fonction des prédictions (en bas & gauche), que 'hypothése d’homoscedasticité
n’est pas vérifiée (augmentation de la variabilité des résidus ). En considérant une trans-
formation logarithmique des données (figure , on observe que la transformation a
bien joué son role de stabilisation de la variance. De plus, le graphique quantiles contre
quantiles (en haut & droite), permet de vérifier que ’hypothése de normalité des résidus
est raisonnable; et le graphique, en bas & droite, ne met en évidence aucun individu
atypique (i.e. dont la distance de Cook serait plus grande que 1 par exemple).

Ainsi le modéle que 'on va considérer est le suivant :

logY; = a+bx; +ca?+ E, B “TN(0,0%), i=1,...,n=15  (M.2.1)

Un modéle de régression polynomiale n’est autre qu’un cas particulier d’'un modele de
régression multiple : il ne dépend en réalité que d’une seule variable x mais dont chaque
puissance z* est traitée comme une variable explicative dans un modéle de régression
multiple.

Les estimations des différents paramétres sont données dans la table [2.2]

2.1.4 Influence de ’age

La table présente les résultats du test du modéle le plus simple contre le modéle
complet, i.e. le test des hypothéses :

Ho = {logY; = a+ E;} contre H; = {logY; = a + bz; + Cl’? + E;}.
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept)  -1.4548 04333 -3.36 0.0057
Age  -0.1945 02356  -0.83 0.4251
Age2  0.0704 0.0201  2.42 0.0325

TABLE 2.2 — Estimation des parameétres du modéle (M.2.1). La variable Age2 est 1’age
au carre.

La probabilité critique est trés proche de 0 et nous permet de conclure que ’a4ge a bien
une influence sur le log du taux de DDT (au moins une des deux variables z ou a2
contribue a expliquer le taux de DDT).

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 14 4.72
2 12 043 2 4.29 60.18  0.0000

TABLE 2.3 — Table d’analyse de la variance du modele (M.2.1)).

Pour savoir si la relation est quadratique ou simplement linéaire, on cherche & étu-
dier I'influence de la variable 22 en plus de la variable = seule. Rappelons que les tests
de l'effet des différentes variables peuvent étre effectués a l'aide de différentes sommes
des carrés (se référer a la partie p. du chapitre Modéle Linéaire). La table
donne les résultats des tests de type I et I1. Pour tester si la relation qui lie le taux de
DDT et I'age est quadratique, il est nécessaire de tester I'apport de la variable 22 dans
un modéle qui contient déja x. C’est le test qui est présenté sur la ligne Age2 dans les
tests de type I et II.

Type I
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Age 1 4.08 4.08 114.52  0.0000
Age2 1 0.21 0.21 5.84  0.0325
Residuals 12 0.43 0.04
Type II

Sum Sq Df  F value Pr(>F)
Age 0.02 1 0.68  0.4251
Age2 0.21 1 5.84  0.0325
Residuals 0.43 12

TABLE 2.4 — Tables d’analyse de la variance du modele (M.2.1)) : type I et type II.

Mais ce test d’intérét peut aussi étre traité comme un test sur le paramétre ¢ dont
les hypothéses sont :
Ho = {c =0} contre H; = {c # 0}

se lit dans la ligne Age2 de la table On conclut qu’il existe bien une relation qua-
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dratique entre le log du taux de DDT et 1’age des brochets.

Remarque 1. Les tests sur les paramétres donnés dans la table et les tests de type
IT sont équivalents : chaque ligne correspond au test de 'influence de la variable corres-
pondante en plus de toutes autres variables. On peut vérifier que les deux statistiques
de test sont liées puisque t> = F.

Remarque 2. On voit qu’il existe une différence entre les deux types pour le test asso-
cié a la variable Age. En effet, en type I, le test porte sur I'influence de la variable Age
par rapport a la constante, alors qu’en type II on cherche & savoir si la méme variable
age a une influence en plus de la variable Age2 ; ce qui explique la différence des résultats.

2.1.5 Programme.

Programme R

####H####H## #Lecture du jeu de données ####HHFFHHHH#H
brochet=read.table(’brochet.txt’ ,header=TRUE,sep=’")

############Graphe du taux de DDT en fonction de 1’age ###########
plot (brochet$Age,brochet$DDT, col="blue",pch="+")

############Modéle de régression linéaire simple ########H#H#H#
#Modéle

reg<-1m(DDT~Age,data=brochet) #Diagnostic par(mfrow=c(2,2))
plot(reg)

#####H#######Modéle de régression polynomiale sur le log ###########
# Création des variables Age2 et LogDDT
brochet.plus=data.frame(Age=brochet$Age,DDT=brochet$DDT, +
Age2=brochet$Agexbrochet$Age,LogDDT=1og (brochet$DDT))
#Modéle

poly<-1m(LogDDT~Age+Age2,data=brochet.plus)

#Diagnostic

par (mfrow=c(2,2)) plot(poly)

#Estimation des paramétres et tests sur les paramétres
summary (poly)

#Tests de type I et II

anova (poly)

Anova(poly)

Programme SAS

####HH######Lecture du jeu de données ######HHHHH
data BROCHET;
infile ’brochet.txt’ expandtabs firstobs=2;
input Age TxDDT;
run;

####H#######Graphe du taux de DDT en fonction de 1’age ###########
proc gplot data=BROCHET;

plot TxDDT * Age;
run; quit;
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##H#H##H######Modéle de régression linéaire simple ###########
#Modéle
proc GLM data=BROCHET;

model TxDDT = Age / solution SS1 SS2;

output out=REG p=Predite R=Residu STUDENT=ResidStandard;

run;
#Graphe des résidus
proc gplot data=REG;

plot ResidStandard*Predite / vref=0;
run;quit;

#H##HHHA####Modéle de régression polynomiale sur le log ####H#HH#H#H#H#H#H
# Création des variables Age2 et LogDDT
data BROCHET; set BROCHET;

Age2=AgexAge;

LogDDT=10g (TxDDT) ;
run;
# Modéle
proc GLM data=BROCHET;

model LogDDT = Age Age2 / solution SS1 SS2;

output out=POLY p=Predite R=Residu STUDENT=ResidStandard;

run;
#Graphe des résidus
proc gplot data=POLY;

plot ResidStandard*Predite / vref=0;
run;quit;

2.2 Reégression linéaire multiple

2.2.1 Probléme et description des données

Objectif. La chenille processionnaire du pin est la chenille d’un papillon nocturne
de la famille des Notodontidés. La chenille de ce papillon se développe de préférence
sur des pins et peut causer des dégats considérables. Pour tenter de comprendre les
causes de l'infestation par cette chenille, on souhaite étudier I'influence de certaines

caractéristiques de peuplements forestiers sur son développement.

Données. Ces données sont issues de [55]. On dispose d’un échantillon de n = 33

parcelles forestiéres d’'une surface de 10 hectares. Chaque parcelle a été échantillonnée
en placettes de 5 ares sur lesquelles plusieurs mesures ont été effectuées. La mesure
retenue pour la parcelles est la moyenne de cette mesure sur les différentes placettes.

Les différentes mesures effectuées sont les suivantes :

— Tlaltitude (en meétre) (variable Altitude),
— la pente (en degrés) (variable Pente),
— le nombre de pins (variable NbPins),

— la hauteur de l’arbre échantillonné au centre (variable Hauteur),

— le diamétre de cet arbre (variable Diametre),
— la note de densité de la végétation (variable Densite),
— lorientation (variable Orient), allant de 1 (sud) a 2 (autre),
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— la hauteur des arbres dominants (variable HautMax),

— le nombre de strates de végétation (variable NbStrat),

— le mélange du peuplement (variable Melange), allant de 1 (pas mélangé) a 2
(mélangé),

— le nombre de nids de processionnaires par arbre (variable NbNids).

Un extrait des données est présenté dans la table Une remarque immédiate et
surprenante face & ces données porte sur les parcelles 13 et 14 : il n’y a aucun pin alors
que ’'on observe des valeurs pour les autres variables, notamment le nombre de nids, qui
est d’ailleurs assez élevé. Une explication possible est la suivante : pour chaque parcelle,
le nombre de pin est la moyenne des mesures faites sur un échantillon de placettes de 5
ares, tandis que le nombre de nids est un nombre moyen par arbre. Si le nombre de pins
moyen par parcelle était par exemple de 0.3, il se peut que cette valeur ait été arrondie
a 0.

On peut alors s’interroger sur la pertinence de ces deux observations et sur la sen-
sibilité des résultats a ces deux observations.

Alti Pente Nb Hau- Dia- Den-  Orient Haut Nb Me- Nb

tude Pins  teur  metre site Max  Strat lange Nids
1 1200 22 1 4.0 14.8 1.0 1.1 5.9 1.4 1.4 2.37
2 1342 28 8 4.4 18.0 1.5 1.5 6.4 1.7 1.7 1.47
3 1231 28 5 2.4 7.8 1.3 1.6 4.3 1.5 1.7 1.13
4 1254 28 18 3.0 9.2 2.3 1.7 6.9 2.3 1.6 0.85
5 1357 32 7 3.7 10.7 1.4 1.7 6.6 1.8 1.3 0.24
12 1182 41 32 5.4 21.6 3.3 1.4 11.3 2.8 2.0 0.70
13 1179 15 0 3.2 10.5 1.0 1.7 4.0 1.1 1.6 2.64
14 1256 21 0 5.1 19.5 1.0 1.8 5.8 1.1 1.4 2.05
15 1251 26 2 4.2 16.4 1.1 1.7 6.2 1.3 1.8 1.75
29 1208 23 2 3.5 11.5 1.1 1.7 5.4 1.3 2.0 1.09
30 1198 28 15 3.9 11.3 2.0 1.6 7.4 2.8 2.0 0.18
31 1228 31 6 5.4 21.8 1.3 1.7 7.0 1.5 1.9 0.35
32 1229 21 11 5.8 16.7 1.7 1.8 10.0 2.3 2.0 0.21
33 1310 36 17 5.2 17.8 2.3 1.9 10.3 2.6 2.0 0.03

TABLE 2.5 — Extrait des données.

Description des données. La table présente les corrélations entre les différentes
variables. Deux groupes au sein desquels les variables sont fortement corrélées se dis-
tinguent : {Hauteur, Diametre} et {Densite, NbStrat, NbPins, HautMax}. On remarque
que les variables au sein de ces deux groupes sont corrélées négativement avec la variable
d’intérét, le NbNids. On pouvait s’attendre a retrouver de fortes liaisons entre certaines
de ces variables, comme par exemple entre NbPins et Densité. D’autres moins évidentes
apparaissent comme la corrélation positive entre NbPins et NbStrat.

L’utilisation directe du coefficient de corrélation pour interpréter les liens entre les
variables n’est pas toujours pertinente. En effet, le lien entre deux variables peut venir
du fait que ces deux variables sont liées & une troisiéme. On peut alors s’intéresser au
coefficient de corrélation partielle (définie dans le chapitre Modéle Linéaire, équation
p- qui permet, en effet, de mesurer la relation qui existe entre les deux va-
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Alti  Pente Nb  Hau- Dia- Den- Orient Haut Nb Me- Nb

tude Pins teur  metre site Max  Strat lange Nids

Altitude 1.00 0.12 0.54 0.32 0.28 0.51 0.27 0.36 0.36  -0.13 -0.53
Pente 0.12 1.00 0.32 0.14 0.11 0.30 -0.15 0.26 0.33 0.13 -0.46
NbPins 0.54 0.32 1.00 0.41 0.29 0.98 0.13 0.76 0.88 0.19 -0.56
Hauteur 0.32 0.14 0.41 1.00 0.90 0.44 0.06 0.77 0.46 -0.12  -0.36
Diametre 0.28 0.11 0.29  0.90 1.00 0.31 -0.08 0.60 0.27  -0.09 -0.16
Densite 0.51 0.30 0.98 0.44 0.31 1.00 0.15 0.81 0.91 0.11  -0.57
Orient 0.27 -0.15 0.13 0.06 -0.08 0.15 1.00 0.06 0.06 0.13 -0.21
HautMax  0.36 0.26 0.76 0.77 0.60 0.81 0.06 1.00 0.85 0.00 -0.55
NbStrat 0.36 0.33 0.88 0.46 0.27 0.91 0.06 0.85 1.00 0.15 -0.64
Melange -0.13 0.13 0.19 -0.12 -0.09 0.11 0.13 0.00 0.15 1.00 -0.11
NbNids -0.53 -0.46 -0.56 -0.36 -0.16  -0.57 -0.21  -0.55 -0.64 -0.11 1.00

TABLE 2.6 — Matrice des corrélations entre variables. Deux groupes au sein desquels les
variables sont fortement corrélées se distinguent (les corrélations au sein de ces groupes
sont soulignées ou en gras).

riables corrigée de 'influence des autres variables. La table présente les corrélations
partielles entre les variables deux a deux, étant données toutes les autres. On remarque,
par exemple, que la corrélation partielle entre NbPins et NbStrat est plus faible que la
corrélation entre ces deux variables. Le lien fort entre ces deux variables était lié au lien
qu’elles partagent avec la variable Densité.

Alti  Pente Nb Hau- Dia- Den-  Orient Haut Nb Me- Nb

tude Pins teur  metre site Max  Strat lange  Nids

Altitude 1.00 -0.22 0.30 -0.16 0.26  -0.10 0.22 -0.06 -0.19 -0.38 -0.52
Pente -0.22 1.00 0.13  -0.13 0.15 -0.06 -0.17 0.02 -0.06 -0.04 -0.46
NbPins  0.30 0.13 1.00 0.33 -0.23  0.91 -0.33 -0.34 -0.04 0.53 0.11
Hauteur -0.16 -0.13 0.33 1.00 0.86 -0.42 0.41 0.59 0.07 -0.36  -0.27
Diametre 0.26 0.15  -0.23 0.86 1.00 0.30 -0.43  -0.20 -0.25 0.35 0.32
Densite -0.10 -0.06 0.91 -0.42 0.30 1.00 0.40 0.43 0.30 -049 -0.01
Orient 0.22 -0.17  -0.33 0.41 -0.43 0.40 1.00 -0.18 -0.25 0.39 -0.06
HautMax  -0.06 0.02 -0.34 0.59 -0.20 0.43 -0.18 1.00 0.38 0.11 0.04
NbStrat  -0.19 -0.06 -0.04 0.07 -0.25 0.30 -0.25 0.38 1.00 0.17 -0.31
Melange -0.38 -0.04 0.53 -0.36 0.35 -0.49 0.39 0.11 0.17 1.00 -0.18
NbNids -0.52 -0.46 0.11  -0.27 0.32 -0.01 -0.06 0.04 -0.31 -0.18 1.00

TABLE 2.7 — Matrice des corrélations partielles. Les corrélations au sein des groupes
précédemment identifiés comme présentant de forte corrélation sont souligées ou en
gras.

2.2.2 Remarques.

Il est d’usage en régression multiple de travailler sur les données centrées réduites
afin de rendre certains résultats directement interprétables. En effet, dans ce cas,

1. les coeflicients de régression, qui sont en fait des coefficients de régression partielle,
au sens ou chacun mesure 'effet de la variable explicative associée sur la variable &
expliquer lorsque les autres sont controlées, seront insensibles & I’unité ou 1’échelle
des variables et donc directement interprétables et comparables.

2. la matrice X'X est égale a la matrice de corrélation empirique entre les variables
a n prés. Rappelons que pour obtenir les estimations des paramétres 6, il faut
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inverser cette matrice. Ainsi plus la corrélation entre variables est importante,
plus on aura des problémes de conditionnementp_-]

3. la matrice de variance des estimateurs des paramétres correspond exactement a
Popposé de la matrice des corrélations partielles (cf chapitre Modeéle Linéaire, ,
p.[12). Ainsi les paramétres de variables fortement corrélées partiellement seront
moins bien estimeés (grande variance de leurs estimateurs) rendant leur interpré-
tation plus que délicate.

Dans toute la suite, on travaillera sur les données centrées réduites.

2.2.3 Modéle

On cherche & expliquer le nombre de nids de processionnaires a partir de p = 10
variables explicatives toutes quantitatives décrites précédemment. On considére donc le
modéle de régression linéaire multiple dont on rappelle I'écriture ci-dessous :

Y, = ﬁg-}-,@lfl}li—f—ﬁg"bgi—l—...—l—ﬁpxpi-f-Ei E; lfz\/d (0,0'2), 1=1,...,33. (M22)

Le graphe des résidus standardisés en fonction des prédictions, donné figure (a
gauche) indique une tendance dans la moyenne et dans la variance, corrigées par le
passage au logarithme du nombre de nids (cf figure (a droite)). Ainsi le nouveau
modéle considéré est le modeéle oll Y; représente maintenant le logarithme du
nombre de nids pour la ¢éme observation.

ResidusStandard
3
ResidusStandard
L4}
1
o

-

0.5 0.0 05 10 15 20 -3 2 -1 0 1

Prediction Pradiction

FIGURE 2.5 — Graphe des résidus dans le cadre de la régression multiple sur Y (a gauche)
et sur logY (& droite).

Les autres graphes de diagnostic donnés dans la figure [2.6] montrent que ’hypothése
de normalité est raisonnable, et qu’aucun individu n’est atypique.

1. Situation ol une matrice théoriquement inversible pose des problémes numeériques lors de l'inver-

sion car le rapport entre sa plus grande et sa plus petite valeur propre est trés important. On parle de
mauvais conditionnement de la matrice.
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FIGURE 2.6 — Graphiques de diagnostic des résidus dans le cadre de la régression multiple
sur log Y.

2.2.4 Influence des différentes variables sur le nombre de nids

Le test du modéle complet, i.e. des hypothéses :
Ho ={Y; = a+ E;} contre Hy ={Y; = o+ f121; + Bawai + ... + Bppi + Ei},

ou encore en termes de parameétres :

Hy={p1=pr=...=B,=0} contre Uy ={3j | B; # 0},

donne une probabilité critique égale & 0.0007441, '’hypothése Hy est rejetée indiquant
qu’au moins une des variables contribue & expliquer le log du nombre de nids. La question
qui se pose ensuite est de savoir si il y en a plusieurs et le cas échéant, lesquelles.

La table donne les estimations des différents parameétres ainsi que les résultats des
tests de nullité de ces paramétres. Il faut noter que le test portant sur une variable j
consiste & tester les hypothéses suivantes :

Ho = {B8; =0} contre H; = {p; # 0}

ou encore en termes de modéles :

Ho ={Yi = Bo+ Brz1i + ... + Bj—17(j_1yi + Bjr1z(g1)i + - - + Bprpi + Ei}
contre

Hy ={Yi = Bo + Brz1i + .. + Bj—12¢—1)i + BiTji + Bj12(j41)i + - + BpTpi + Ei}.
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Ainsi, ce test consiste & regarder si la variable z; a un effet sur Y en présence de
toutes les autres variables. On peut remarquer que le test portant sur la variable la
plus corrélée au nombre de nids, & savoir NbStrat, n’est pas significatif. Ceci est da a
la redondance d’information. En effet, cette variable est fortement corrélée a d’autres
variables (Densite, NbPins), 'information est donc déja présente dans le modele Hy :
ajouter le NbStrat n’apporte donc aucune information supplémentaire. Ainsi éliminer,
a partir de ces tests, toutes les variables dont les coefficients sont significativement nuls
est incorrect. Une procédure adaptée serait d’éliminer au fur et & mesure les variables
non explicatives (i.e. dont la p.value est la plus grande) jusqu’a n’obtenir que des tests
significatifs. Cependant quand le nombre de variables est assez élevé, comme c’est le
cas ici, cette procédure "a la main" peut étre assez longue et il existe des procédures de
sélection de variables disponibles dans les logiciels & cet effet.

Notons que ces tests sont des tests de modéles emboités et qu’ils correspondent exac-
tement (dans le cas de la régression multiple) aux tests de type II (cf chapitre Modéle
Linéaire).

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.81 0.14 -5.65 0.00
Altitude -0.58 0.20 -2.88 0.01
Pente -0.39 0.16 -2.45 0.02
NbPins 0.71 0.96 0.74 0.46
Hauteur -1.38 0.59 -2.33 0.03
Diametre 1.02 0.45 2.26 0.03
Densite -0.32 1.13 -0.29 0.78
Orient -0.04 0.19 -0.19 0.85
HautMax 0.44 0.56 0.79 0.44
NbStrat -0.72 0.49 -1.47 0.16
Melange -0.13 0.19 -0.69 0.49

TABLE 2.8 — Estimation des paramétres du modéle.

2.2.5 Sélection de variables

La sélection de variables est une perspective naturelle a plus d’un titre.

Il y a deux situations :

— soit certaines ne contribuent pas a ’explication de la variable & expliquer et ces

variables n’ont pas d’intérét dans le modéle,

— soit des variables sont trés corrélées entre elles et apportent donc une redondance

d’information, dans ce cas il n’est pas pertinent de les mettre toutes.

Il faut bien noter que 'on cherche toujours & privilégier le modéle le plus simple
possible permettant ainsi une interprétation facile et pouvant éviter & I’expérimentateur
des coiits d’acquisition de certaines données g’il souhaite prédire Y. De plus, un trop
grand nombre de variables conduit d’une part & une imprécision dans l’estimation des
coefficients de régression et d’autre part peut mener a une augmentation de la variance
résiduelle puisque le nombre de degrés de libertés diminue, celui-ci étant donné par
n —p— 1, p étant le nombre de variables présentes dans le modeéle. L’objectif est donc
de déterminer & partir de toutes les variables explicatives un sous-ensemble ot chacune
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apporte sa propre information (une information nouvelle). Il faut donc se donner un
criteére de sélection afin d’évaluer chaque modele et de choisir le meilleur (au sens donc de
ce critére). Une premiére possibilité consisterait alors a évaluer et donc comparer tous les
modéles possibles et choisir celui qui optimise le critére. Malheureusement, cette solution
est peut-étre trés longue, voire impossible dés lors que le nombre de variables est trés
grand (le nombre de régressions possibles étant de 2P). Nous présentouns ici les méthodes
les plus utilisées dans des cas ot cette recherche est impossible. Ces méthodes sont dites
"pas & pas" dans lesquelles les variables sont introdu